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Duracio: 5 Horas Matematica 3lsi?4%20

1. Considere o polinémio P(x) = az® + bx? + cz, com a,b,c € R. Suponha que P satisfaz
P(z 4 1) — P(z) = 2°, para todo z € R.

i. Calcule os valores de a, b e c.

ii. Usando a propriedade acima, calcule o valor da soma
124224324+ ... +n?

em funcao do valor n € N.

Solucao:
i. Como P(z) = az® + bz? + cz, entdo:
Plz+1)=a(z+1°+bx+1)* +c(z+1) =
=a(@®+322 43z +1) +b@® +2r+ 1)+ clz+1) =
= az® + (3a + b)z* 4 (3a +2b+ ¢)x + (a + b+ ¢). (6 pontos)
Logo

Px4+1)—P(x) =az®+ Ba+b)z>+ 3a+2b+c)x + (a+ b+¢) —az® —ba’® — cx =
= 3az? + (3a 4+ 2b)z + (a + b+ c).

Como por hipétese P(x + 1) — P(z) = 22 temos que ter (2 pontos)

3a=1 a=3
3a+2b=0=1b
a+b+c=0 c=

w

1
-3,

o=

Portanto P(z) = 1z — Jz + tz (2 pontos).
ii. Para cada n € N temos n? = P(n + 1) — P(n), e assim

n?+n—1724...+224+1% =
=Pn+1)— P(n) +P(n)—P(n—1)+...+ P(3)—P(2)+ P(2)— P(1) =
=Pn+1)— P(l): (6 pontos)

1 1 1 1 1
= 1) — 1 D—-+=-—==

#n+) (n+) én+) 57575
1, 1, 1 111
—3(n +3n% +3n+1) 2(n +2n+1)+6(n+1) 3+2 6=

I3 2
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2. Mostre que os numeros 49,4489, 444889, 44448889, ..., obtidos colocando-se 48 no meio do
nimero anterior, sdo quadrados de niimeros inteiros.

Solugao:

Seja algum ntmero x informado no enunciado. No nimero z temos n digitos 4 e n — 1
digitos 8 e apenas um digito 9 no final: 444 ...4888...89. Quebrando este niimero x temos

x=444...4x 10" +888...8 x10+9=4x111...1 x 10" +8 x 111...1 x 10+ 9 =

n __ n—1 _
:4XWXIO”+SXWXIO+9:4X10 1x10”+8x¥x10+9

(8 pontos).

Continuando na conta acima

4x10"—4 8 x 101 -8 4.10%" — 4.10™ + 8.10™ — 80 + 81
x:%x10”+%x10+9: t; ol _

4107 4+4.10"+1 (2.10n +1

2
5 3 ) (12 pontos).
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3. A desigualdade de Cauchy-Schwarz diz que se temos dois conjuntos de ntimeros reais com
mesma quantidade de elementos, {ai,...,a,} e {b1,...,b,} entdo vale

(af+a3+...4+a2)(b] + b3+ ... +b2) > (arby + agby + ... + anby)?,
e a igualdade é obtida se, e somente se, existir um nimero real A tal que
b1 = /\al,bg = )\(12,..., e bn = )\an,

ou
ayp = )\bl,az = )\bz,..., e ap, = )\bn
i. Prove o resultado acima para o caso n = 2.
ii. Sendo « e B valores de angulos em graus com 0 < «, 8 < 90° mostre que

<0083 « sen3 «

cos 3 sen 3

) cos(a — ) > 1,

e a igualdade ocorre se, e somente se, a = f3.

Solucgao:

i. Para n = 2, desenvolvendo a desigualdade de Cauchy-Schwarz, chegamos em

(af +a3) (b7 +b3) > (arbr + azbs)” &

& (a1by)? + (a1b2)? + (azb1)? + (agbe)? > (a1by)? + 2a1b1agby + (azby)? <
e (a1b2)2 — 2a1bi1azby + (agb1)2 >0

< (arbe — a2b1)2 >0 (7 pontos)

A igualdade da primeira linha acima é valida se, e somente se, a igualdade da iltima linha
acima for zero. Assim

(af + a3) (b7 + b3) = (a1b1 + azbs)® &
<~ (ale — a2b1)2 =0
<~ a1b2 = agbl.

Caso by = by = 0 temos by = Aaj e bg = Aao tomando A = 0. Sem perda de generalidade,
se by # 0 entdo tomando A = ‘g—ll temos

a; = Ab1 e az = A\b2 (3 pontos).

ii. Definindo

3 3¢
cos? a sen
=4 —, Vcosacos B, by = +/senasen 3,
cos 3 senf’
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a desigualdade de Cauchy-Schwarz para n = 2 com os termos acima nos da:

(af + a3) (b5 + b3) > (arby + agbo)? =

cos’a  send cos? «
= ( + )(cosacosﬂ—i—senasen,b’)z ( V/cosarcos B+

cos f3 sen (8 cos 3

2
\/ Sel & se1n )

3
(CCZSS; Ss?l?) cos(a — B) > (cos® a + sen” §)* = 1 (8 pontos).

Da mesma forma que no item i., teremos a igualdade na equacao acima se, e somente se,

3
cos? a sen3 «
Vsenasen 3 Veosacos f < senbcosa = senacos f < sen(f—a) = 0.
cos 3 sen [

Como 0 < a, 8 < 90° temos —90°8 — a < 90°. Logo a igualdade ocorre se, e somente se,
a—p=0% a=0 (2 pontos).
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4. 2013 é o primeiro ano desde a idade Média que é formado por quatro digitos consecutivos.
Quantos anos deste tipo estao ainda por vir apds 2013 e antes do ano 10.000?7

Solugao:

Com os digitos consecutivos 0,1,2 e 3 temos
2031;2103;2130; 2301; 2310; 3012; 3021; 3102; 3120; 3201; 3210

que sdo 11 possibilidades (5 pontos).

Com os digitos consecutivos 1,2, 3 e 4 temos para a 1* casa (casa do milhar) 3 possibilidades
(s6 nao pode o digito 1, pois ndo pode ser nimero menor que 2013). A partir dai tenho 3!
possibilidades de preencher as casas restantes. Entdo teremos para este caso 3 x 3! = 18
possibilidades (5 pontos).

Com os conjuntos de digitos (2;3;4;5), (3;4;5;6), (4;5;6;7), (5;6;7;8) e (6; 7; 8 9),
qualquer combinagao destes ntimeros me da um valor maior que 2013, logo teremos mais
5 x 4! = 120 possibilidades (5 pontos).

Calculando o total, temos 11 + 18 + 120 = 149 possibilidades (5 pontos).
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5. Encontre todas as solugoes (x,y, z,t) com z,y, z,t € Z do sistema abaixo

Tz — 2yt =3
ot +yz =1

Solucgao:

O sistema em questao é equivalente a seguinte equacdo em nimeros complexos

(z +iv2y)(z + iV2t) = 3+ iV/2 (8 pontos)

Calculando o médulo de niimeros complexos na expressao acima obtemos
(2% + 2y?) (2% + 2t%) = 11.
Portanto, como estamos considerando x,y, z,t € Z temos
m2+2y2:1 ou 22422 =1,

pois 11 é primo (8 pontos). Para a primeira equagéo obtemos x = +1 e y = 0 logo, neste
caso, ficamos com duas solugoes

(1,0,3,1) e (—1,0,—3,—1) (2 pontos).
Para a segunda equagéo temos z = +1, ¢t = 0 logo, neste caso, ficamos com duas solugoes

(3,1,1,0) e (-3,—1,—1,0) (2 pontos).
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6. Em uma caixa ha 10 bolas idénticas, numeradas de 1 a 10. O ntimero de cada bola corresponde
a um dos pontos da figura, os quais dividem a circunferéncia em 10 partes iguais. Nos itens a
seguir, considere que as bolas sdo retiradas ao acaso, uma a uma e sem reposi¢ao

i. Se forem retiradas trés bolas, qual é a probabilidade de que os pontos correspondentes
sejam vértices de um tridngulo isésceles?

ii. Se forem retiradas quatro bolas, qual é a probabilidade de que os pontos correspondentes
sejam vértices de um quadrilatero convexo no qual exatamente dois dos dngulos internos
sejam retos?

iii. Se forem retiradas cinco bolas, qual é a probabilidade de que os pontos correspondentes
sejam vértices de um pentiagono convexo que tenha o centro da circunferéncia em seu
interior? Obs.: se o centro da circunferéncia pertence ao lado do pentagono, entdo ele
nao esta no interior do pentigono.

Solugao:

i. Ha (? ) maneiras de se retirar 3 bolas da circunferéncia. Para que formem tridngulos
isésceles, cada vértice da circunferéncia consegue formar 4 tridngulos isdésceles (to-
mando os vértices de cada lado simétricos para formar a base do tridngulo isésceles).
Assim, o total de tridngulos simétricos é 10 (vértices) x 4 (isdsceles por vértice) = 40
possibilidades. A probabilidade entéo é

40 40

1
— = —=— (6 t .
(130) 190 = 3 (6 pontos)

ii. H& (140) maneiras de se retirar 4 bolas da circunferéncia. Para que um &angulo do
quadrilatero convexo seja de 90°, a diagonal do quadrilatero deve ser diametro da
circunferéncia (3 pontos). Podemos ter 5 diagonais diferentes ao escolher bolas no
extremo oposto da circunferéncia. Ao escolher a diagonal, podemos escolher de um
lado 4 bolas para formar o 1° vértice de 90°, porém ao escolher do outro lado, teremos
de ter o cuidado para nao escolher a bola diametralmente oposta a esta ultima, sendao
o quadrilatero terd 4 angulos retos (serd um retangulo), nao exatamente 2 angulos
retos como pede o enunciado. Ou seja, teremos trés possibilidades para escolha da
bola do dltimo vértice. Assim, total de quadrilateros com exatamente 2 angulos retos
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é 5 x 4 x 3 =60 possibilidades (3 pontos). A probabilidade entéo é

60 60 2
4

. /1 . . . N . ,

iii. H& ( 50) maneiras de se retirar 5 bolas da circunferéncia. Para que um pentiagono com
vértices nas bolas da circunferéncia mostrada, hd duas maneiras de se conseguir um
pentiagono com o centro da circunferéncia fora do interior do pentagono.

a) Pentdgono formado por 5 vértices consecutivos = 10 possibilidades.

b) Pentagono como um dos lados sobre um didmetro da circunferéncia (neste caso o
centro da circunferéncia estaria sobre um dos lados, mas nao seria interno). Depois
de escolhido o didmetro (5 possibilidades), posso de escolher mais 3 vértices (de 4
restantes de cada lado) para formar um pentdgono = 5 x 2 X (g) =5x2x4=40
possibilidades.

Logo o total de possibilidades do centro néo ser interno é 10+40 = 50. A probabilidade

entio ¢ 50 50 202 101
- 95 =1— — === — —— (6 pontos).
) 22 22 126 (0 POmos)

1* OPRM - Terceira Fase - Nivel 3 Pagina 8 de 8 http://www.mat.ufpr.br/oprm/


http://www.mat.ufpr.br/oprm/

