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Analise Combinatéria: Mais alguns problemas

Antes de listarmos os problemas, vamos revisar alguns resultados.

Permutacoes com repeticao. Considere n objetos que podem ser iguais. Digamos que
existem k tipos diferentes de objetos, dentre os n. Se existem a; objetos do tipo 1, as objetos
do tipo 2, e assim por diante, e a; objetos do tipo k, entao temos n = a; + as + ... + ag, com
a; > 1, para 1 <i < k. Neste caso, existem quantas permutagoes entre os n objetos?

. a1,a2,...,0k __ _-
Resposta: Py = Tl asl e an)
ai,as,...,a ai:-ag: - Qg

Combinagoes. De quantos modos podemos escolher k objetos distintos entre n objetos
distintos dados, considerando que a ordem destes k objetos nao importa? Ou equivalentemente,

quantos sao os subconjuntos de k elementos de um conjunto {ai,as,...,a,} de n elementos?
n n-n—1)-n—2)---(n—k+1) n!
Resposta: CF = = =
P n (k) k! Kl (n—k)!

Binémio de Newton. Se z,y € R e n € N, entao temos a seguinte relagao:

Problemas

1. Um elétron estd no inicialmente no ponto (0,0,0) do espaco R3. Este elétron pode se
movimentar pelo espaco através de saltos, sendo que os possiveis saltos sdo:

e Se deslocar uma unidade positiva no eixo x;
e Se deslocar uma unidade positiva no eixo y;
e Se deslocar uma unidade positiva no eixo z;

e Se deslocar uma unidade positiva em cada eixo simultaneamente.
De quantos modos o elétron pode se deslocar do ponto (0,0,0) para o ponto (3,3,3)?
2. Quantas diagonais um poligono convexo P de n lados possui?

3. Prove que um conjunto de n elementos possui exatamente 2™ subconjuntos.

4. Prove de dois modos diferentes que (g) + <T> + <Z> +...+ (n) = 2" onde n > 1.
n



cproveque (7)< (1) + (5) = (5) + -+ 0 (1) =0 onden =1,

. Dado um conjunto nao-vazio A com uma quantidade par de elementos, prove que o nimero
de subconjuntos de A com um ntmero impar de elementos é igual ao ntimero de subcon-
juntos de A com um numero par de elementos.

. De 3n + 1 objetos, n sao idénticos e os demais sao todos distintos. Mostre que é possivel

escolher n objetos entre os 3n + 1 objetos de 22® modos.
. Quantos subconjuntos de A,, = {1,2,3,...,n} possuem a propriedade de que nao possuem
ndmeros sucessivos?
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Antes de ver a solucao de um problema tente passar um bom tempo tentando
resolver ele! Sé assim vocé podera apreciar sua solugéo e aprender com ela.

Respostas, Dicas e Solugoes

. Se o elétron estd na posigao (a, b, c), entao os saltos possiveis correspondem a somar em
suas coordenadas (1, 0,0),(0,1,0),(0,0,1) e (1,1, 1), respectivamente. Entao, por exemplo,
se o elétron se desloca uma unidade no eixo z, entao ele salta para o ponto (a + 1,b, ¢).

Vamos denotar os saltos correspondentes a (1,0,0), (0,1,0),(0,0,1) e (1,1,1) por z,y,z e
w, respectivamente. Temos 4 casos a considerar:

1° Caso. Ocorrem 3 saltos do tipo w.
Entao a tnica sequéncia de movimentos possivel é www, e logo temos 1 possibilidade.

2° Caso. Ocorrem exatamente 2 saltos do tipo w.
Neste caso os movimentos que o elétron realiza sao w,w, x,y, z, e cada permutacao

destes movimentos corresponde a uma possivel trajetéria. Portanto, temos P52 =
5! g
o= 60 possibilidades.
3° Caso. Ocorre exatamente 1 salto do tipo w.
Entao o elétron realiza os movimentos w, x, x, y, y, z, z, € cada permutacao destes mo-

7!

. , g 2,2,2
vimentos corresponde a uma possivel trajetéria. Portanto, temos P, = ol ol =

630 possibilidades.



4° Caso. Nao ocorrem saltos do tipo w.
Neste caso os movimentos que o elétron realiza sao z,x,x,¥y,v,v, 2, 2, 2, € cada per-
mutacao destes movimentos corresponde a uma possivel trajetoria. Portanto, temos

9!
P33 — S 315 = 1680 possibilidades.
Assim, hd 1+ 60 + 630 + 1680 = 2371 possibilidades para o elétron se deslocar do ponto
(0,0,0) para o ponto (3,3,3).

. Sejam v1,v9,...,v, 0s vértices de P. Cada diagonal corresponde a um par de vértices
{vi,vj}, com v; e v; nao sendo consecutivos. Por exemplo, {v1,vs4} corresponde a uma
diagonal, enquanto que {v2,v3} corresponde a um lado de P, e logo nao é uma diagonal.

Portanto, o nimero de diagonais corresponde ao numero de pares de vértices nao conse-
cutivos de P. Entao a resposta é:

(n)_n _ (-1 n-(n—3)

—-n =
2 2 2

. Seja A = {a1,a2,...,a,} um conjunto com n elementos. A cada subconjunto B C A
associamos uma sequéncia (S, B2, ..., B,) dada por
5 = 0, se a; ¢ B
’ 1, se aq; €B

Veja alguns exemplos:

B:{al,ag} — (1,1,0,0,...,0,0)
B ={as,a,} <+— (0,0,1,0,...,0,1)
B=A «— (1,1,1,1,...,1,1)
B=g +—— (0,0,0,0,...,0,0)

Assim, o nimero de subconjuntos de A corresponde ao nimero de sequéncias de 0 e 1 com
n termos.

Segue do principio multiplicativo que existem 2™ sequéncias deste tipo. Portanto, A possui
2" subconjuntos.

. 1* Prova. Seja A um conjunto com n elementos. Segue do Problema 3 que A possui
2™ subconjuntos. Agora vamos dividir os subconjuntos de A da seguinte forma: subcon-
juntos com 0 elementos, com 1 elemento, com 2 elementos, ..., com n elementos. Temos

n . n . n
exatamente <0> subconjuntos com 0 elementos, <1> subconjuntos com 1 elemento, <2>

subconjuntos com 2 elementos, .. ., subconjuntos com n elementos. Bom, é claro que
n
temos:
nimero de subconjuntos de A = nimero de subconjuntos de A com 0 elementos

-+ ntmero de subconjuntos de A com 1 elemento
+ numero de subconjuntos de A com 2 elementos

+ numero de subconjuntos de A com n elementos



Portanto, juntando as informagoes acima, obtemos que:
n n n n
2" = e .

22 Prova. Sabemos do binémio de Newton que, para quaisquer z,y € R, vale que:

(z+y)" = kﬁ::o <k>x’“y" k.

Logo, basta substituir x = y = 1 e assim obtemos:

2":(1+1)”:§<Z)1’“1”—’“:§<Z) - (g) + <Tll> + (Z) ot (Z)

n
. Basta substituir x = —1ey=1em (z +y)" Z()knk
k=0

. Seja 2k o numero de elementos do conjunto A, onde k > 1. Segue do Problema 5 que
2k 2k 2k 2k on_1( 2k ok (2K
G-+ () -G v () w2 (35) =0
N 2k\  (2k N 2k\  (2k I 2k N 2K\ 0
0 1 2 3 To\2k -1 2k)

] 2k . . .,
Assim, separando os termos | . | com j par e depois com j impar, obtemos:
J

Mas <2k> + <2k> +...+ <§:) é exatamente o nimero de subconjuntos de A com uma

0 2
2k

) 2k 2k , ,
quantidade par de elementos, e 1 + 3 +...+ ok 1 ¢é exatamente o nimero de

subconjuntos de A com uma quantidade impar de elementos. Portanto, a igualdade acima

prova o que queriamos.

. Vamos chamar os objetos idénticos de obiekt, que é “objeto” em polonés. Vamos considerar
b

0s seguintes casos:
: . ‘ - 2n+1 -
e Entre os objetos escolhidos, temos 0 obiekt: entao temos possibilidades.
n

1
+1 > possibilidades.

e Entre os objetos escolhidos, temos 1 obiekt: entao temos <



1
+2 > possibilidades.

e Entre os objetos escolhidos, temos 2 obiekt: entao temos <
n—

2
e Entre os objetos escolhidos, temos n obiekt: entao temos ( n(;i— ) possibilidades.

Seja z o numero de modos que podemos escolher n objetos entre os 3n 4+ 1 objetos. Pelo
0 que vimos acima, temos:

2n+1 2n +1 2n +1 2n +1
T = - + +...+ :
n n—1 n—2 0

Agora, lembre que (CZ) = < " k:)’ para todo 0 < k < m. Assim, realizando esta
m—

mudanca em cada termo da soma acima, obtemos:
2n+1 2n+1 2n+1 2n+1
e (n—i—l) + <n+2> * <n+3> T <2n+1>'
Portanto, somando as duas equagoes acima, temos:

2n+1 2n+1 2n+1 2n+1 2n +1
2 = + ...+ + + + ...+ .
0 n—1 n n+1 2n +1
Utilizando o resultado do Problema 4, concluimos que:

o2p =220t — 9. 92— 92

. Vamos adotar uma estratégia semelhante a que foi usada para resolver o Problema 3. A

cada subconjunto B de A, associamos uma sequéncia (51, B2, ..., 5y) dada por
5 = 0, se a; ¢ B
’ 1, se a; €B

Queremos encontrar o niimero de sequéncias de 0 e 1, de n termos, com a propriedade de
que estas sequéncias nao tenham dois termos 1 consecutivos. Veja alguns exemplos:

B={1,3} +— (1,0,1,0,...,0) E permitido
B={1,2} <«— (1,1,0,0,...,0) Nao é permitido
B=1{1,2,3} +— (1,1,1,0,...,0) N&o é permitido

B=g s (0,0,0,0,...,0)  E permitido

Seja a, o numero de sequéncias com a propriedade acima. Vamos analisar alguns casos
particulares:

e Se n =1, entdao podemos ter (0) ou (1), logo a; = 2.
e Se n =2, entdao podemos ter (0,0) ou (1,0) ou (0, 1), logo ay = 3.

e Se n = 3, entao podemos ter (0,0,0) ou (0,1,0) ou (0,0,1) ou (1,0,0) ou (1,0,1),
logo a3 = 5.



e Se n = 4, entdao podemos ter (0,0,0,0) ou (0,1,0,0) ou (0,1,0,1) ou (0,0,1,0) ou
(0,0,0,1) ou (1,0,0,0) ou (1,0,1,0) ou (1,0,0,1) logo as = 8.

Agora vamos dar uma solucao geral: dada uma sequéncia de 0 e 1, de n termos com a
propriedade acima, temos duas possibilidades para o primeiro termo, ou é 0 ou é 1. Se
o primeiro termo é 0, entao temos a,_1 modos de completar a sequéncia. Se o primeiro
termo é 1, entao o segundo deve ser 0, e logo temos a,_2 modos de completar a sequéncia.
Portanto, temos a, = an—1 + an_2, paran > 3, com a; = 2 e az = 3.

Assim, a,, € igual ao nimero de Fibonacci F), 12, onde os nimeros de Fibonacci sao dados
por: Fi=F,=1e F, =F, 2+ F,_1, paran > 3.

ay a2 a3 a4 a5 Gag ar
1 1 2 3 5 8 13 21 34
F F, F3 Fy, Fy Fg F; Fs Iy



