PPGM- UFPR - Exame de qualificagao de Otimizacao - 05/08/2016

Valor da prova: 100 pontos

Questoes:
1. (10 pontos) Seja f : IR™ — IR uma fungao continuamente diferenciavel. Pede-se:

(a) (5,0) Mostre que se f é convexa, entao, para todo x,y € IR",
fly) > f(x) + V() (y — ).

(b) (2,5) Dé a interpretagao geométrrica da desigualdade acima no caso n = 1.

(¢) (2,5) Conclua que todo ponto estacionario de uma fungao convexa diferencidvel ¢ um

minimizador global.



2. (10 pontos) Considere o problema de minimizar a funcio f : IR* — IR definida por
f(a) = 27 + 923

pelo método do gradiente com busca linear exata. Pede-se:
(a) (5,0) A partir do ponto inicial # = (0,2)7 , quantas iteracoes vocé espera realizar para
atingir a solugao?
b) (5,0) E a partir do ponto inicial z = (2, —1)7, quantas iteracoes vocé espera realizar para
p p q G p p
atingir a solugao?

Observacao: Justifique suas respostas. Nao calcule os iterandos do método, apenas explique o

que acontecera em cada caso.



3. (20 pontos) Considere f : IR" — IR uma funcao diferenciavel e z € IR". Pede-se:

(a) (2,5) Defina diregao de descida para f a partir de Z.
(b) (5,0) Prove que se Vf(z)Td < 0, entao d é uma diregao de descida para f a partir de Z.

(¢) (2,5) Suponha V f(z) # 0. Verifique que se H é uma matriz definida positiva, entao
d=—HVf(z)

¢ uma direcao de descida para f a partir de .
(d) (5,0) Sejam d € IR" uma diregao de descida para f a partir de z e n € (0,1). Prove que
existe d > 0 tal que
f(@ +td) < f(z) + 0tV f(2)"d,
para todo t € [0,0).

(e) (5,0) Apresente o algoritmo de busca de Armijo e justifique a sua boa definigao.



4. (25 pontos) Considere f : IR" — IR uma funcao de classe C2. Dados z*, 2! € IR" e By, €

IR™"™ uma matriz simétrica e definida positiva, considere o seguinte modelo quadritico em

torno de zFt!:

1

mk+1(x) — f(xk+1) + Vf(karl)T(aZ _ karl) + %(1} _ karl)TBkJrl(x _ karl)_

Pede-se:

(a)
(b)

(d)

(e)

(2,5) Verifique que myy1(2F1) = f(2F1) e Vmyq (2FH) = V f(2F ).
(5,0) Mostre que Vmy,(z%) = V f(2¥) se, e somente se,
Bk-i—lsk - yk7 (1)

onde s* = k1l — 2% ¢ y* = V f(2*H1) — V f(2F).

(10,0) A condigao (1) é chamada de condic@o secante e nos fornece uma maneira de obter

Bjy1 ~ V2 f(2*1). Evidentemente a condi¢ido andloga para Hyq ~ (V2 f(zF1))71 é
Hyyt = s". (2)

Dada uma matriz H;, € IR™" simétrica definida positiva, deduza a férmula quase-Newton

DFP, isto é, encontre vetores u,v € IR" e niimeros reais a,b € IR tais que
Hyp = Hy + auu® + boo”

seja simétrica e satisfaca a condi¢ao secante (2).

(2,5) Enuncie (sem demonstracao) uma condicao suficiente sob a qual a matriz Hy, dada

pela formula DFP seja também definida positiva.

(5,0) Apresente o algoritmo quase-Newton DFP com busca de Armijo.



5. (20 pontos) Considere C' C IR™ um cone convexo fechado, nao vazio. Denote o polar de C' por
P(C) e a projecao euclidiana ortogonal de um ponto € IR" em C' por proj-(z). Prove que

Z = projo(z) se, e somente se,

zeC, z-zeP(C), Z(z-2)=



6. (15 pontos) Considere o problema de programagao nao linear

minimizar f(z)

sujeito a  cg(x)

( 0
cr(x) <0,

IN

onde f:IR" - IR, ¢; : IR" — IR, i € £ UZ, sao funcoes de classe C'.

(a) (5,0) Escreva as condigoes necessérias de otimalidade de KKT.

(b) (10,0) Discuta trés condigoes diferentes de qualificacao das restri¢oes, incluindo relagoes

de implicacao entre elas.



