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Instrucoes:

1. A prova tem uma duracao de 3 horas;
2. Justifique todas as suas respostas;
3. Entregue a(s) folha(s) de questdes junto com as solugdes.

4. Nesta prova K denotard um anel comutativo, k£ denotard um corpo e, para uma K-algebra
(ou k-algebra) A, “A-mdédulo”significa “A-mdédulo a direita”.

Questoes

1. (a) Seja A = k[X]. Sabe-se que os A-médulos indecomponiveis M, de dimensao finita sao da
forma M = k[X]/P(X)k[X] com P(X) poténcia de um polinémio irredutivel. Mostre que
existe uma resolugao projetiva de M da forma

0 Py Py M 0

(b) Se A = k[X]/X?k[X], sabe-se que um A-médulo indecomponivel, de dimensdo finita é da
forma k[X]/P(X)k[X], onde P(X) divide X2. Mostre que existe uma resolucio projetiva
de M = k[X]/Xk[X] da forma:

A A M 0

2. Sejam A uma K-algebra, M um A-médulo e rad M o seu radical de Jacobson.

(a) Mostre que se M é um mdédulo semissimples entao rad M = 0.
(b) Se A é uma algebra artiniana e M é um A-médulo, entao rad M = M -rad A. Mostre que
a hipdtese de A ser uma &dlgebra artiniana é necessaria.

3. Seja A uma K-dlgebra. Mostre que as K-dlgebras A e M, (A) sdo Morita equivalentes.
(M, (A) € a dlgebra de matrizes n x n com entradas em A)

4. Seja A uma K-dlgebra. Chamamos A de hereditdria se todo submédulo de um A-mdédulo pro-
jetivo é projetivo.



(a) Seja N um A-médulo. Prove que se Extl(—, N) =0 entdao N ¢ um A-médulo injetivo.
(neste item A € uma K-dlgebra arbitrdria, nao necessariamente hereditdria)

(b) Se A é hereditdria e M um A-médulo, prove que Exty (M, N) = 0 para todo N € Mod A.

(c) Prove que se A é hereditéria, I é um A-médulo injetivo e J é um submédulo de I, entao
I/J é injetivo.



