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Instrucoes:

1. A prova tem uma duracao de 3 horas;

2. Justifique todas as suas respostas;

3. Entregue a(s) folha(s) de questdes junto com as solugoes.
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. Faca apenas quatro questoes. Escolha trés entre as questoes de 1 a 5, e uma entre as
questoes 6 e 7.

Questoes:

1. (20 pontos) Dada uma matriz A € R™*"™, defina as submatrizes principais dominantes de A por

air ... Qg
Ay = : : , ked{l,....,n}.
QK1 Qkk
(a) (10 pontos) Se Ay é ndo-singular para k = 1,...,n—1, mostre que A possui uma fatoragao
LU.
(b) (10 pontos) Se A é nao-singular e possui uma fatoragdo LU, mostre que tal fatoragao é
tnica.

2. (20 pontos) Dada uma matriz A € R™*" (m > n), com colunas linearmente independentes, e
um vetor b € R™, considere o problema de quadrados minimos linear

Az —b 1

min || Az — blf3. (1)

(a) (10 pontos) Mostre que z* é solugao de (1) se, e somente se, x* é solugao do sistema de
equacoes normais

AT Az = ATb.

(b) (10 pontos) Se existem @ € R™*"™ (com colunas ortonormais) e R € R™" triangular
superior tais que A = QR, mostre que z* é solucao de (1) se, e somente se, Rz* = QTb.



3. (20 pontos) Dada uma matriz A € R™ ™ (m > n), considere a decomposicao em valores
singulares

A=UxvT,
com U € R™*™ ortogonal, V' € R™ " ortogonal e ¥ € R™*" diagonal com entradas

op>09>...20,>0.

(a) (10 pontos) Se

mostre que
AT Av; = 0’?’(}]‘, paraj=1,...,n. (2)

(b) (10 pontos) A partir de (2), descreva um método iterativo pelo qual todos os valores
singulares o; podem ser calculados.

4. (20 pontos) Dada uma matriz A € R™" simétrica, e um vetor w(® € R™, unitdrio na norma
euclidiana, considere o Método das Poténcias:

Para k=1,2,... faca

w® = Z(k)/Hz(k') B
A = T ®NT 44p®)

Fim

Suponha que
QTAQ = diag(\y,..., \n),
com @ = [q ...qs] ortogonal e [\{| > |Aa| > ... > |\,| e defina ) € [0, 7/2] por

cos(6h) = lgf w™].

Se cos(fy) # 0, mostre que

%
A2

A — X < |A — An|tan(6p)? \
1

5. (20 pontos) Seja A € R™™ uma matriz nao-singular e possivelmente nao-simétrica com todas
as submatrizes principais dominantes nao-singulares. Mostre que existem S € R™*" simétrica
e T € R™™ triangular superior com 1’s na diagonal principal tais que A = ST.

6. (40 pontos) Faca uma dissertagdo sobre o tema “Sistemas Lineares”. A dissertacdo deve en-
globar os seguintes tépicos:
(i) Eliminacao de Gauss.
(ii) Fatoracao LU.
(iii) Fatoragao de Cholesky.
7. (40 pontos) Faca uma dissertagao sobre o tema “Transformagées ortogonais e Fatora¢io QR”.
A dissertacao deve englobar os seguintes topicos:
(i) Transformagoes de Householder e Givens.

(ii) Célculo da Fatoragao QR via Gram-Schmidt, Householder e Givens.



