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Instruções:

a) A prova tem uma duração de 3 horas;
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d) Justifique todas as suas respostas.
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Questões

(1) Calcule o polinômio minimal da matriz n× n


1 1 1 . . . 1
1 1 1 · · · 1
...

...
...

...
...

1 1 1 · · · 1
1 1 1 · · · 1

 para n ≥ 2.

(2) Seja E um R-espaço vetorial de dimensão finita e 0 6= f ∈ L(E) e Jf o conjunto dos
operadores lineares de E que se escrevem na forma u ◦ f , onde u ∈ L(E).
(a) Verifique que Jf é um subespaço vetorial de L(E).
(b) Mostre que g ∈ Jf se e somente se Ker f ⊂ Ker g.

(3) Seja E um R-espaço vetorial e u ∈ L(E) sem autovalores reais. Se F ⊆ E é um
subespaço u-invariante, mostre que dim F é par.

(4) Se u ∈ L(E) é um operador linear tal que u3 − 2u2 + u = 0, quais são as posśıveis
formas de Jordan de u.

(5) Seja E um espaço com produto interno real de dimensão finita. Consideremos u ∈
L(E) um endomorfismo invert́ıvel e antisimétrico:

〈u(x), y〉 = −〈x, u(y)〉.

(a) Mostre que para qualquer x ∈ E, os vetores x e u(x) são ortogonais.
(b) Mostre que s := u ◦ u é um operador simétrico (auto-adjunto).
(c) Seja λ um autovalor de s. Mostre que λ < 0.
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Denotemos por Eλ o autoespaço (do operador s) associado a λ, fixemos x ∈
Eλ − {0} e denotemos por F o subespaço de E gerado por x e u(x) :

F := Vec(x, u(x)).

(d) Mostre que F é estável por u, e encontre uma base BF ortonormal de F tal que
a matriz da restrição uF : F → F seja dada por:

(uF )BF
=

[
0 −µ
µ 0

]
.

Determine o valor de µ.
(e) Mostre que existe uma base ortonormal B de E tal que a matriz de u seja da

seguinte forma:

(u)B =


0 −µ1

µ1 0
. . .

0 −µr
µr 0

 .


