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e Instrucoes:

1. A prova tem duracao de 3 horas;

2. Justifique todas as suas respostas;

Questoes:
1. (30 pontos) Dados X C R"™ nao vazio a a € R™, defina a distancia entre a e X por
dist(a, X) = inf{|la — x|,z € X}

(a) Mostre que X = {a € R"; d(a, X) = 0};
(b) Prove que a fungao z € R" — d(z, X) € [0,00) é uniformemente continua.
(¢) Sejam A, B C R" conjuntos fechados e disjuntos. Mostre que f : R™ — R definida por

B dist(x, A)
 dist(z, A) + dist(z, B)

/()

é uma fungao continua com imagem f(R"™) = [0, 1]. Além disso, verifique que A = f~1({0})

e B=f"'({1}).

2. (20 pontos) Seja M3(RR) o espagos das matrizes 3 x 3 com entradas reais e Ay € M3(R). Mostre
que a funcao determinante det : Mis(R) — R ¢ diferencidvel e calcule (det)’, (I).

3. (30 pontos) Uma fungao f : A C R® — R™, de classe C'' no aberto A, ¢ dita uma submersao
em zp € A se f'(xg) é sobrejetiva (nesse caso n > m).

(a) Se m =mne f ésubmersao em zy, mostre que ¢ submersao numa vizinhanga de x.

(b) Suponha f: A C R — RP, de classe C'! no aberto A com f’(py) ¢é sobrejetiva. Mostre
que existe um aberto U contendo py tal que f(U) é aberto de R™.
Dicas:

escreva f'(po) = (f1.(po), fy(po))-

considere F'(z,y) = (x, f(z,v));
B—

utlize o teorema da funcao i

e a projegao my : R"? — R? ajuda a concluir que f(U) é aberto de R™.



4. (20 pontos) Seja f : A — R uma fungao integrével no retangulo A C R™.

(a) Se o conjunto X = {x € A: f(z) # 0} tem medida nula, mostre que

/A f(@)dz = 0;

(b) Mostre que o conjunto I' = {(z, f(z)) € R"":x € A} tem medida nula.
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