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Instrucoes:

1. A prova tem uma duracao de 3 horas;
2. Justifique todas as suas respostas;

3. Entregue a(s) folha(s) de questdes junto com as solugoes.

Questoes:

1. (4 pontos)
(a) Construa no produto cartesiano M x N uma estrutura natural de variedade diferencidvel
que faz das projecoes a cada componente submersoes.

(b) Dada uma aplicacao diferenciavel F': M — N, denotemos por
graf(f) = {(z, f(x)) € M x N |z € M}

o grafico de f. Mostre que graf(f) é uma subvariedade de M x N.

(¢) Denotemos por my; : M X N — N a primeira projegdo. Mostre que a restrigdo de my a
graf(f) define um difeomorfismo de graf(f) para M.

(d) Seréa que graf(f) C M x N é uma variedade mergulhada ?

2. (3 pontos) Consideremos a variedade M := R?® — Oz, onde Oz denota o terceiro eixo Oz =
{(0,0,2) € R?*| 2z € R}. Sejam também X e Y os campos vetoriais em M definidos por:

onde g denota uma funcao suave g : M — R>°, que independe da varidvel z.

(a) Calcule o colchete [X,Y].
(b) Determine os fluxos ®;X e ) de X e Y, respectivamente. Serd que X e Y sao completos ?

(¢) Mostre que D,, := Vect{X,,, Y.}, para todo m € M, define uma distribuicdo suave
D C T'M de dimensao 2, e que D ¢ integréavel.



(d) Descreva a folheagao associada a D.

3. (3 pontos) Seja M =R? — {0}, e S* = {(z,y) € R?|2? + y? = 1}. Denotemos por ¢ : S' — M
a inclusao, e consideremos a 1-forma a € Q!(M) dada por:
x-dy—vy-dr
o=
xr2 +y2
(a) Mostre que da = 0.

(b) Calcule a integral:

o,
Sl

onde S! esta munido da orientacdo “anti-hordria”.
(c) Serd que existe f € C*(M) tal que a = df ?
(d) Consideremos agora C := {(f(e")cos0, f(¢)sin®) |0 € S}, onde f : S* —]0,1[ é uma

funcao suave qualquer, e denotemos por j : C — M a inclugao. Calcule a integral:

/j*a.
c



