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Questões:

1. (2.5 pontos) Seja f : Mn(R)→ Sn(R) a função f(X) = X> ·X, onde Mn(R) e Sn(R) denotam
o conjunto de todas as matrizes n× n reais e o conjunto das matrizes simétricas n× n reais.

a) Mostre que a matriz identidade I ∈ Sn(R) é um valor regular de f , assim mostrando que
o grupo ortogonal é uma subvariedade mergulhada no espaço vetorial Mn(R).

b) Mostre que o tangente TIO(n) em I ∈ O(n) pode ser identificado com o conjunto de
matrizes antissimétricas n× n.

c) Mostre que o tangente TpS
n−1 em p ∈ Sn−1 ⊂ Rn pode ser identificado com o conjunto

de vetores em Rn perpendiculares a p.

d) Mostre que a função g : O(n) × Sn−1 → Sn−1, dada por g(X, p) = X · p (multiplicação
de matrizes, onde p ∈ Sn−1 é visto como uma matriz coluna), é diferenciável. Dé uma
expressão algébrica para a derivada de g no ponto (I, e1), onde e1 é o primeiro elemento
da base padrão de Rn.

2. (2.5 pontos) Considere a função s : S2 → R3 dada por s(x, y, z) = (xy, xz, yz). Mostre que s
é uma imersão com exceção de um número finito de pontos. Quais? Mostre que s induz uma
função diferenciável ŝ : RP 2 → R3, que é uma imersão com exceção de um número finito de
pontos; quantos?

3. (2.5 pontos) Considere a função h : S3 → R3 ∼= R× C dada por

h(z1, z2) = (|z1|2 − |z2|2, 2z1z2) ,

onde consideramos S3 como a esfera unitária em C2. Mostre que:

a) A imagem de h cai dentro da esfera S2 ⊂ R× C.

b) Como função de S3 → S2, h é diferenciável.



c) Como função de S3 → S2, h é uma submersão.

4. (2.5 pontos) Seja M uma variedade conexa por caminhos.

a) Suponha que f : M → R satisfaz df = 0. Mostre que f é constante.

b) Considere a projeção π : S2 → RP 2. Mostre que uma 1-forma β em S2 satisfaz β = π∗ρ
para alguma 1-forma em RP 2 se, e somente se a∗β = β, onde a : S2 → S2 é a aplicação
antipodal a(p) = −p.

c) Suponha que: toda 1-forma fechada em S2 é exata, e o Teorema de Borsuk-Ulam: toda
função cont́ınua da esfera f : Sn → Rn admite um ponto p ∈ Sn tal que f(p) = f(−p).
Mostre que toda 1-forma fechada em RP 2 é exata.


