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RESUMO

O principal tema desta tese € a hipoeliticidade global no contexto ultradiferencia-
vel de sistemas de operadores lineares. De modo geral, o trabalho esta dividido
em trés partes. Na primeira, apresentamos o ambiente funcional no qual tra-
balharemos: definimos tanto os espacos de funcdes ultradiferencidveis no toro
como os seus respectivos duais (ultradistribui¢des), e desenvolvemos a Andlise
de Fourier, sendo assim capazes de exibir algumas aplica¢des. No segundo seg-
mento, caracterizamos hipoeliticidade global para uma classe de sistemas sobre-
determinados de campos vetoriais complexos. No ultimo terco do trabalho, apos
definir uma classe de operadores pseudodiferenciais, trabalhamos com sistemas
denominados "com perda de derivadas" e mostramos que estes ndo sé sdo glo-
balmente hipoeliticos, mas também preservam a propriedade para certos tipos de
perturbacdo. Além disso, tratamos brevemente da resolubilidade do transposto

de um sistema hipoelitico.

Palavras-chaves: Classes Ultradiferencidveis; Andlise de Fourier; Hipoelitici-

dade Global; Sistemas Sobredeterminados; Perturbacoes.



ABSTRACT

The main subject of study of this dissertation is global hypoellipticity in the ul-
tradifferentiable setting for systems of linear operators. Generally speaking, this
manuscript is divided into three parts. In the first one we introduce the functional
environment where we will be working at: we set the spaces of ultradifferentia-
ble functions, as well as their topological duals (composed by ultradistributions)
and, after developing Fourier Analysis, we are able to exhibit some applications.
Next we characterize global hypoellipticity for a class of overdetermined systems
of complex vector fields. In the last third we define a class of pseudodifferen-
tial operators and work with a subclass denominated "with loss of derivatives",
which we prove to be not only globally hypoelliptic, but also to preserve such
property for certain perturbations. Last, we deal briefly with the solvability for

the transposed of a hypoelliptic system.

Keywords: Ultradifferentiable Classes; Fourier Analysis; Global Hypoellipti-

city; Overdetermined Systems; Perturbations.
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Introducao

Temos visto nas ultimas décadas um grande desenvolvimento no estudo de problemas
relacionados a Anélise Global, sobretudo quando o espaco ambiente é o toro TV = RY /27Z".
Em particular, uma enorme quantidade de trabalhos ligados a resolubilidade e/ou hipoeliticidade
de operadores e/ou sistemas foi produzida (veja, por exemplo, [1], [13], [26], [54], bem como
suas referéncias), em diferentes ambientes funcionais. Dois dos espagos que se destacam neste
contexto sdo os das funcdes analiticas e Gevrey (veja, por exemplo, [3], [11], [33], [51], assim
como as referéncias contidas nos mesmos).

Um fato bastante interessante que diz respeito aos espagos Gevrey € o seguinte: ao
mesmo tempo que eles estendem o espaco das funcgdes analiticas de um modo aparentemente
bem justo, afinal G1(TY) = C*(TY)), por outro lado € possivel verificar (veja [48]) que

C(TY) ¢ () G°(TY).

s>1

Mais ainda, existem subespagos de C°°(T%) cujos elementos ndo sdo analiticos em nenhum

ponto, porém satisfazem a seguinte condi¢do de continuagdo analitica:
N e _ N —
zg € TV e D*f(z9) =0, Va e Ny, = f=0.

Note que tal propriedade ndo € vélida para nenhum G*(TV), se s > 1.

Por conseguinte, fica evidente que apesar de serem relevantes para a compreensao
da lacuna que existe entre C>°(TV) e C*(T"), os espacos Gevrey ndo sdo suficientes neste
sentido. Sdo estas as principais razdes que nos levam ao estudo de espagos de fungdes ultradife-
rencidveis, também conhecidas como classes de Denjoy-Carleman; de forma breve, dada uma

sequéncia de nimeros positivos {m,, } trabalharemos com fungdes f € C°°(TY) tais que

n€eNg?

|Df(x)| < C A mypy - |af!, Yz €TV, Ya € NY,

o que nos fornecerd uma quantidade muito mais ampla de classes de funcdes.
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O Capitulo 1 € destinado a constru¢@o dos espacos funcionais mencionados logo acima.

Na Secéo 1.1, estabelecemos precisamente de que forma serdo as sequéncias {m,, } , deno-

neNo
minadas sequéncias peso, € mostramos algumas de suas propriedades. Nas Secoes 1.2 e 1.3,
definimos e provamos alguns fatos sobre as classes de funcdes associadas, além de compara-
las de acordo com o crescimento assintético das sequéncias peso. Finalmente, na Secdo 1.4
munimos 0s espacos com uma topologia dada pelo limite injetivo de sequéncias de espacgos de
Banach, com inclusdes compactas.

O principal objetivo deste trabalho é o estudo de hipoeliticidade global para algumas
classes de sistemas de operadores. Uma das ferramentas que se mostra fundamental e indispen-
savel neste contexto € a caracterizagdo de ultradistribui¢des e funcdes atraves de seus coeficien-
tes de Fourier (este fato ndo se restringe a apenas este trabalho; veja, por exemplo, [2], [6] [16],
[20], [22], [34], e [45]).

Com isto em mente, prosseguimos para o Capitulo 2, fortemente baseado nas notas
"Periodic Gevrey Ultradistributions in R"", de autoria do Prof. Gerson Petronilho; na Secao
2.1, caracterizamos as ultradistribui¢des, utilizando a topologia definida na Sec@o 1.4. Em se-
guida, definimos na Secdo 2.2 os coeficientes de Fourier para ultradistribuicdes, mostramos que
estas podem ser descritas por sua respectiva série de Fourier e que, através de seu decaimento,
¢ possivel atestar quando uma ultradistribuicao é dada na verdade por uma funcao ultradiferen-
cidvel. Na se¢do 2.3 fazemos respectivamente um breve resumo sobre fungdes peso associadas,
enquanto na 2.4 adicionamos uma nova hipdtese para as sequéncias peso, com o intuito de
apresentar e caracterizar a série parcial de Fourier de uma ultradistribui¢cdo na Se¢do 2.5.

Dividimos o Capitulo 3, destinado a algumas aplicacdes da teoria desenvolvida até
o momento, em trés partes. Na Secdo 3.1, demonstramos para qualquer classe uma extensao
do Teorema de Greenfield-Wallace (veja [30]), que trata de hipoeliticidade para sistemas de
operadores com coeficientes constantes. Em seguida, generalizamos na Se¢do 3.2 uma cons-
trucdo feita em [29], exibindo campos vetoriais invariantes que separam classes com relagdo a
hipoeliticidade global. Por fim, na Se¢do 3.3, inspirados em trabalhos como [12], [15] e [37],
descrevemos por completo a hipoeliticidade global de uma classe de sistemas de campos reais
de tipo tubo através de uma conjugagdo para sistemas com coeficientes constantes.

No Capitulo 4, trabalhamos com o seguinte sistema de equacdes ambientado no toro
TN*L = TN x T,:

0 0

Ly, = — (ti) — + A\ =1,2,...,N 1
)‘J 8t]+CJ(J) ax+ 7 (j ) <y ) )7 ()
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com \; € Cec;(t;) = a;(t;) +ib;(t;), no qual a;, b; sdo fungdes ultradiferencidveis a valores
reais para cada j.

Vale ressaltar que este tipo de sistema ja foi estudado por diversos autores, em diferen-
tes configuracdes. No caso suave, por exemplo, o problema de hipoeliticidade global foi tratado
em [37] (para um tnico campo, com A = 0), em [10] (quando N = 1e A # 0) eem [11] (se
N > 1e A = 0). Por outro lado, o caso analitico (com A = 0) foi estudado em [11], enquanto
que o Gevrey (para s > 1) foi trabalhado em [29] (um tnico campo em T?, com A = 0) e em
[6] (N >1e\=0).

Neste trabalho, obtemos uma caracterizagdo completa da hipoeliticidade ultradiferen-
cidvel de (1), generalizando assim os resultados produzidos para as configuracdes analitica e
Gevrey. Além disso, conseguimos também uma descricdo completa para uma familia mais

geral de campos, dada por

0 0 _
ij :a—t]—i-cj(tj)a—m—i-fj(t]), (j:1,2,...,N), (2)
desde que o sistema
0 0
L. — — () - — =1,2,...,N
j atj‘f’cj(t]) 81’7 (] ) Sy ) )7

seja globalmente hipoelitico no sentido ultradiferencidvel.

A organizacdo do capitulo 4 é dada da seguinte forma: apds uma breve introdugdo
do problema, demonstramos na Secdo 4.1 que duas condigdes, uma delas diofantina e a outra
relacionada a condi¢do (P) de Nirenberg-Treves, sdo, cada uma por si sO, suficientes para a
hipoeliticidade de (1). Os argumentos aqui utilizados sdo semelhantes aos aplicados em [6].

Em seguida, na Secdo 4.2, mostramos que € possivel construir uma solugdo singular
para o problema na situagdo em que negamos ambas as condi¢des, completando a demonstragao
do resultado principal do capitulo. Aqui a prova € dividida em duas partes, sendo fundamental a
existéncia (ou ndo) de fungoes de corte pertencendo as classes ultradiferencidveis. Em um caso,
seguimos passos semelhantes ao que foi feito em [6], enquanto que no outro o procedimento €
inspirado em construgdes feitas em [8], [9] e [14], além de depender fortemente do Método da
Fase Estaciondria de Hormander (veja [36]). Encerrando o Capitulo 4, temos a Se¢do 4.3. Nela,
exibimos alguns dos principais fatos decorrentes de nosso resultado central.

Passando para o Capitulo 5, iniciamos na Sec¢do 5.1 desenvolvendo o cédlculo de uma
extensdo (para o contexto ultradiferencidvel) da teoria de operadores pseudodiferenciais analiti-

cos no toro TY estabelecida em [22]. Em seguida, na Secao 5.2, criamos uma familia de normas
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definidas para ultradistribui¢des que, de certo modo, misturam a norma usual para funcdes ul-
tradiferencidveis (sobretudo o caso Gevrey) com normas Sobolev.

Na Secdo 5.3, definimos uma classe de sistemas de operadores denominados "com
perdas de derivadas ", que remetem a operadores satisfazendo estimativas subeliticas (veja, por
exemplo, [22], [38] e [44]). Aqui, provamos que tais sistemas sdo globalmente hipoeliticos no
sentido ultradiferencidvel e, apds alguns resultados técnicos, que a perturbacao por sistemas que
satisfacam apenas uma condicao ligada a sua ordem permanece globalmente hipoelitica. Sendo
assim, estendemos resultados provados em [20] e [22] para um contexto mais amplo.

A Sec¢do 5.4 € destinada a uma aplicacdo da secdo antecedente; verificamos que fa-
milias de operadores com for¢a constante se encaixam na definicdo de sistemas com perdas de
derivadas, mais uma vez generalizando um fato provado em [22]. Por fim, inspirados em resul-
tados mostrados em [4], provamos na Se¢do 5.5 que o transposto de um sistema globalmente
hipoelitico € globalmente resoltivel no sentido de ultradistribui¢des, generalizando resultados
apresentados em [3] para nosso contexto.

Para finalizar, comentemos brevemente sobre o desenvolvimento deste trabalho. O
tema do Capitulo 5 foi recomendacao do Prof. Paulo Cordaro, que sugeriu a possibilidade da
extensdo de resultados apresentados no capitulo 2 de [27] para o contexto de Classes de Denjoy-
Carleman; um artigo derivado desta generalizacdo foi aceito para publicacao em [28]. Para que
o objetivo inicial fosse cumprido, era necessario ndo s6 compreender as principais propriedades
das classes de fung¢des ultradiferencidveis como também desenvolver ferramentas de Andlise de
Fourier, o que acabou dando origem aos Capitulos 1, 2 e 3, cujo teor estd contido em [23] e foi
aceito para publicacdo. Por fim, o contetido contido no Capitulo 4 surgiu através de conversas
com meu colega de doutorado Alexandre Arias Junior, com o intuito de generalizar os resultados
(publicados em [6]) obtidos em sua dissertacdo de mestrado ([S]); como consequéncia destes

esforgos, tivemos o trabalho aceito para publicacdo em [24].



Capitulo 1

Espacos de Funcoes Ultradiferenciaveis

1.1 Sequéncias Peso

Uma sequéncia peso € uma sequéncia de nimeros positivos {m,, },, .y, satisfazendo as

seguintes condigdes:

']’]"'/0:77’)/1:17 (1.1)

mfl < Mp_1-Mp1, Vn €N (1.2)

Observacao 1.1. A condicdo (1.2) é conhecida na literatura como convexidade logaritmica

(veja, por exemplo, [36], [40] e [48]).

Antes de provarmos resultados decorrentes destas defini¢des, vejamos alguns exem-

plos.

Exemplo 1.2. Considere m,, = (n!)s_l, com s > 1; é imediato que mo = my = 1. Além disso,

M1 Mgy [0 = DP - [0+ D (n+ 1>S_1 >1

m2 N (nl)s=1. (n!)s—1 n -

o que prova (1.2).
Exemplo 1.3. Dado o > 0, considere m,, = [log(n + e — 1)]”". Note que
moy = log(e — 1)0 =1, m; = (loge)” = 1.

Por outro lado,

Mp41 ° Mp—1 _ <[10g(n —+ e)](n-H) . []0g<n +e— 2)](71—1) ) o
m; log(n +e—1)>n

n
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log(n+e—1)]" [log(n+e—1)"

— ( log(n + €)]*tD  [log(n + e — 2)](711))0 |

Quando n = 1, (1.2) segue imediatamente. Para os outros casos, analisemos o com-

portamento da fungdo f : [1,+00) — R dada por

log(z + €)]@+D)
[log(z +e—1)*

flx) = = exp [(x + 1) log(log(z + €)) — xlog(log(z + e — 1))].

Observe que 5
mn

Mpy1 - Mp—1 _ ( f(n
I

>1)) . Desta forma, ¢ suficiente verificar que f

é nao decrescente. Como

f(z) = f(z) - llog(log(a: +e)) —log(log(z + e — 1))+

r+1 T

(x+e)-log(r+e) (z4+e—1)-loglx+e—1)|

serd suficiente mostrar que a expressdo dentro dos colchetes é positiva. Para tal, tome

g:[l,400) — R
x

(r+e—1)-log(x +e—1) (1.3)

xr — log(log(x +e—1))+

Repare que f'(x) = f(z) - (9(x + 1) — g(x)); visto que

(x+2e—2)-log(x+e—1)—x
[(z+e—1)log(z+e—1)]?

g'(x) =

)

segue que g € crescente, o que nos permite concluir que g(x + 1) > g(x) e f'(x) > 0 para

qualquer x > 1, finalizando a prova.

Exemplo 1.4. Seja m, = [log (log(n + e —1))]°™, no qual 8 é um niimero real positivo.
Novamente (1.1) é consequéncia de uma verificagdo direta. A fim de mostrar (1.2), definimos

[log (log( 4 €))]" 1)

i (1, +00) 5 Bs ha) = ot

Analogamente ao Exemplo 1.3, temos

= ()

O proximo passo é computar a derivada de h, que é dada por

h'(z) = h(x) - llog loglog(x + €°)) — logloglog(x + € — 1)+
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N r+1
(x + e?) log(x + €°) log log(x + €°)
x
(x 4+ e®—1)log(x + e* — 1) loglog(z + e — 1)

= h(z) - [p(z + 1) — p(z)],

se estabelecemos p : [1,+00) — R definida como

T
(x+ec—1)log(z + e — 1) loglog(z + e — 1)

p(x) =logloglog(z + e — 1) —

Por fim, observe que

() = x-[1+ (1+log(z+ e —1)) - loglog(x + e — 1)]
[(z + e¢ — 1) log(z + e¢ — 1) loglog(z + ec — 1)

que é claramente positiva, como pretendiamos demonstrar. Por conseguinte, h é crescente e

vale (1.2).

Exploremos algumas propriedades vdlidas para sequéncias peso que serdao uteis no

decorrer deste texto:
.~ , o - 1
Proposicio 1.5. Seja {my}, ., uma sequéncia peso. Entdo (3, = (my)» € ndo decrescente.

Demonstragdo. Iniciamos com a sequéncia auxiliar

w, = logm,,. (1.4)
Segue de (1.1) e (1.2) que
wop=w; =0, 2wp <wp_1+wrs1, Vk € Np. (1.5)
Afirmamos que
wy < (ﬁ) Wpiqs VP, q € Np. (1.6)

O caso p ou ¢ = 0 € trivial; provemos inicialmente por inducdo para ¢ = 1. Suponha que

k
wg < </{:——|—1> Wk41-

Através de (1.5), deduzimos que

WEk42 k k’—{— 1
Wiyl < 2+ + (2k+2> Wil = Wrer < (m) W42, (1.7)
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o que finaliza a primeira parte da prova. Seguimos agora com induc@o em ¢. Suponha que

P
Wy < | —— ) wyrg;
re (P+]> o

decorre de (1.7) que

o= (555) () vom = (55 oo
p — p"’j p_|_]+1 p+i+ p+]+1 p+j+1»

encerrando a demonstracdo de (1.6).

Retomando a prova da Proposicao 1.5, segue de (1.6) que, para todo n natural,

1

il L BT o B og ()] < log [(masn) ).

n+1 n - n+1

Wn -
=
Consequentemente
1 _1_
(Mmp)™ < (Myg1) ™1, Yn € N,
de acordo com o que pretendiamos provar. 0

Corolario 1.6. Toda sequéncia peso é ndo decrescente.

Proposicao 1.7. Considere # = {mn}neNO uma sequéncia peso. Entdo vale a seguinte desi-
gualdade:

My - My < My, Vk,n € Ny tais quen > k. (1.8)
Demonstracdo. Considere {cun}neN0 como em (1.4). Se p < ¢, obtemos de (1.6) que

wy<Low, (1.9)
q
Observe que provar (1.8) € equivalente a mostrar que

Wi + wp—k < wy, sempre que k < n.

Por outro lado, inferimos de (1.9) que

wk+wn,k§ﬁ~wn+

como desejavamos verificar. [
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1.2 Classes de Funcoes

Nosso ambiente de trabalho seré o toro N-dimensional, dado por TV = RY /27Z".
As classes de fungdes 27-periddicas definidas adiante terdo o comportamento de suas derivadas

relacionado as sequéncias que acabamos de estabelecer.

Definicdo 1.8. Seja A4 = {m,},  uma sequéncia peso; uma funcdo f € C>(TV) serd
denominada ultradiferenciavel de classe {.# } se, e somente se, existirem constantes C,h > 0

tais que, para qualquer o € NY,
|D*f(x)] < C-hlelmyy - !, Vo e TV. (1.10)

Notacdo 1.9. Denotaremos o espaco das funcdes ultradiferencidveis de classe {4} em TV

por 5//1(']1‘]\7).

Observacao 1.10. Na literatura, o ambiente funcional no qual trabalharemos é formado pelas

chamadas Classes de Romieu (veja, por exemplo, [43], [46] e [47]).

Observacao 1.11. O surgimento dessas classes se deu pela resposta ao seguinte questiona-
mento: para quais espacos funcionais o tnico elemento flat em algum ponto (isto é, uma fun¢do
que tem o seu valor e de todas as suas derivadas igual a zero no mesmo) é a funcdo nula? Uma
classe de funcoes que satisfaz tal condicdo é denominada quase analitica; caso contrdrio, é
nomeada ndo quase analitica.

O primeiro exemplo de classe de funcoes quase analitica diferente do espaco das fun-
coes analiticas foi exibido por Denjoy em [25]. Uma caracterizacdo completa foi dada por

Carleman em [21] (para uma prova, recomendamos [36] ou [49]):

Teorema 1.12. Seja .# = {m.,,} uma sequéncia peso. A classe associada € ,(TN) é quase

n€eNg

analitica se, e somente se,
+oo

m;
e
‘=0 ML (G+1)
Observacao 1.13. Apesar do Teorema 1.12 ter sido originalmente demonstrado para o caso
local, néo é dificil ver que o mesmo continua valendo para elementos em C=(TY). Se a classe
associada a M é ndo quase analitica, considere I = (0,27) e tome f € C°(I) satisfazendo

uma estimativa andloga a (1.10). Estendendo f periodicamente, teremos f € C>(T) e por

conseguinte f € & ,(T). E imediato que tal fungdo é ndo-nula e flat em 0, por exemplo.
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Por outro lado, se a classe associada a uma sequéncia é quase analitica, podemos ver
E 4 (TN) como subespago de € ,(RN) e portanto o tinico elemento flat em algum ponto serd a

Sfungdo nula.

Observacao 1.14. Antes de prosseguir para exemplos, analisemos as diferencas entre as classes
definidas aqui e aquelas dadas por Komatsu em [39]. A sequéncia denotada M, pelo autor é
dada aqui por m,, - n!. Isto se deve sobretudo ao fato de termos o objetivo de trabalhar com
espacos que contenham a classe das funcoes analiticas (veja a Proposicdo 1.18).

Cabe ressaltar que, além disso, a condi¢do (1.2) é levemente mais forte do que a
propriedade (M.1) requerida por Komatsu. Visto que (1.2) é verdadeira para a sequéncia dos
fatoriais, concluimos que a validade da mesma para m,, implicard na propriedade satisfeita

para M,. Em contrapartida,

Mn—l . Mn+1 . Mpy1 - Mp—1 - (n - 1)' : (TL + 1)' . Mpy1-Mp—1 N +1
M? B m?2 - (n!)? B m2 n -’

mostrando que a reciproca ndo é necessariamente verdadeira.

Hd vdrias razoes para esta diferenca na escolha das hipoteses. Primeiramente, existem
motivos técnicos evidentes, como as Proposicoes 1.5, 1.7 e suas implicacoes futuras, bem como
o Lema 3.17. Além disso, a condicdo (1.2) (e consequentemente a propriedade provada na
Proposicdo 1.5 ) garante que as classes sejam fechadas para composicdo e inversdo (se [ €
En(TNYe f >0, entiol/f € E4(TV)), algo que ndo é necessariamente verdadeiro para as
classes de Komatsu (veja respectivamente [46] e [48]).

Por fim, as condicoes iniciais (1.1), que ndo sdo requisitadas em [39], sdo essencial-

mente impostas para facilitar as contas, ndo sendo de fato uma obstru¢do para a teoria.

Vejamos, agora, exemplos de espacos obtidos das sequéncias estabelecidas anterior-

mente.

Exemplo 1.15. Considere a sequéncia .#°, dada por m,, = (n!)*~, definida no Exemplo 1.2.
O espago G*(TN) = & 4+(TYN) é conhecido como o das funcoes Gevrey de ordem s, para

s> 1.

Exemplo 1.16. Dada ./ = {my}, .y, como no Exemplo 1.3, a classe £ 4(T") é de grande
relevancia para o estudo da diferenca entre classes quase analiticas e ndo quase analiticas.
Afinal, para o caso particular em que o = 1, é possivel provar (veja [48]) que a mesma

representa a intersec¢do de todas as classes ndo quase analiticas fechadas para inversao.
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Outro fato interessante é o seguinte: a classe serd quase analitica se, e somente se,
0 <o <1 (veja[52]). Desta forma, inferimos que a intersec¢do de uma familia de classes ndo

quase analiticas pode resultar em uma classe quase analitica.

Exemplo 1.17. A classe de funcoes associada ao Exemplo 1.4, por sua vez, tem uma grande
importancia historica. Afinal, o exemplo dado por Denjoy em [25], citado na Observagdo 1.11

nada mais é que o caso particular em que 3 = 1.

Antes de encerrar a se¢do, fixemos .# uma sequéncia peso e mostremos que as classes

associadas sao fechadas para soma e produto.

Proposicio 1.18. £ ,(TY) é um espaco vetorial, contendo o espaco das funcdes analiticas

reais C*(T™V).
Demonstragdo. Fixemos f € C*(TY); pela analiticidade de f, existem C, h > 0 tais que:
|Df(x)] < C Aol o]t < C R myy - |af!, Vo e TV.
Logo C*(TY) c & ,(T¥). Vejamos agora que é espago vetorial: sejam f,g € & ,(TV) e
a € C. Existem assim C, Cy, hq, ho > 0 de modo que:
1D f ()| < Cy - B mya - |af!, Yz e TV,
1D%g(x)] < Cy-hS'-mig - o, Vo e TV,
Portanto, para cada v € TY,
| D*(af +g)(x)] < laf - |D*f(z)| + [D%g(z)|
<lal- Cy- B ey <ol 4 Co - by myg - !
< (la] - Cy - B+ Cy - DS -y - o
Se h = max {hy, ho} e C = (|a| - C1 + Cy), segue que
|D*(af + g)(x)| < C bl myy - |, Vo e TV,
encerrando a prova. O
Proposicao 1.19. £ ,(TY) é uma subdlgebra de C*°(T™).
Demonstragdo. Sejam f,g € & ,(TV); existem constantes Cy, Cy, hy, hy tais que:
IDf(x)] < Cr- B myg o]l Vo e TV, Ya e NY,

1D%(x)] < Cy-hs-mig - o, Vo e TV, Vo e NY.
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Pela Formula de Leibniz,

> (50 s) Doate)

BLla

D (f - 9) (2)] =

«

IN

D& ﬁf ‘DB ’

=

IN

g) ((J RIS |a_5|l> (Cz-h‘f'-mw-IB“)-

> (5)
>
Se h = max {hy, ho},

D (f - g) ()] < (G- Co) - 3 (g) (e - i) - (Jo— B! 181

BLa

< (Cr-Cy)- bty (g) My - !, por (1.8),

BLa

S (Cl . CQ) . (Qh)lal -m|a| . |a|'

Portanto fg € &€ 4(T"), como querfamos demonstrar. O

1.3 Comparacao entre Classes

Dadas sequéncias peso diferentes .# e £, estabeleceremos relacdo entre os espagos

Ex(TN) e £E4(TV) através do comportamento assintGtico das mesmas.

Definicao 1.20. Se .# = {m,}

neng € L = {ln},cn, A0 sequéncias peso, denotaremos

1
m n
///j.i’@sup(—n) < 0.

n€eNg

Nao € dificil verificar que a relagdo < € reflexiva e transitiva. Denotando
M= L
no caso em que .#Z < £ e ¥ < ./ ,obtemos em =~ uma relagdo de equivaléncia.
Lema 1.21. (Teo. I de [52]) Dada # uma sequéncia peso, existe 6 € E ,(T) tal que
107(0)] > m; - j!, Vj € Np.

Demonstragdo. Iniciamos a prova definindo as seguintes sequéncias auxiliares:

Mn+1 _ (n + 1) Myt
M, my, '

M, =m, -n!, a, =
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(M,,)nen também satisfaz a propriedade (1.2), afinal

My - M,y ((n T (n— 1)!) . (mn+1 . mn_l)

M? n!-n! m2
M1 - M
> n+1 n—1 ‘
my

Deste modo, (o, )en € ndo decrescente. Afirmamos agora que, para quaisquer j, k € N,

1\*7 M,
— <L 1.11
<Qk> - M (b
Para k£ = 7, a afirmag@o € trivial. Quando k£ > 7,
My _ My My o Min
M; My My M
oM M M
T My My, My
< (ag_1)*
< (o)t
Se k < j,
My _ My My My
M, M;—y M;—y =~ M
S My Mgy Mg
- M, My M,

vV
oIE
~—

=

comprovando 1.11.

Retomando a demonstracdo do Lema, definimos

O(z)=>_ G - exp(2iag). (1.12)

- exp(2iag)

o | (200)"

1 My

9k ok
a

e o S2

\)
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aplicando (1.11). Além disso, derivando j vezes termo a termo,

. .| M, .
0V ()] < (210, )? exp(2iax
= 1 M,
Sy
— k— k—
prd 2k=i
=1
<9 M]~Z?
k=0
< 2j+1 .m ]'

k=0 a
S 1 M;
— 20— - Ogj_j
j
2 mj : j'a
encerrando a demonstracao do resultado. [

Teorema 1.22. A inclusdo € ,(TY) C E4(TY) é equivalente ao fato de M < . Em parti-

cular, segue que € ;(TV) = E4(TV) se, e somente se, M ~ L.
Demonstragdo. Suponha .Z < .Z; entdo existe B > 0 tal que:

Mk < B* Vi e N,
o

Fixada f € £ ///(TN ), encontramos C, h > 0 de modo que, dado @ € N,
|Df(x)] < C - Al myy - |af!, Vo eT.
Assim, para todo z € TV,
D% f(a)| < C-hlt- Bl g - |a!
<C-(h-B) -l - |all,

e portanto f € E4(TV).
Seguimos para a reciproca, que serd provada pela contrapositiva. Por hipétese, para
cada n natural, existe um indice k,, de modo que

1

m Fkn m

(g—k") >n = <i) >nf o= omy, >4, -0t
kn kn
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Tomando 6 como no Lema 1.21 , definimos:

: TV — C

r = O(xy); (1.13)
é imediato que ¢ € & 4(TV). Por outro lado, se o, = (k,,0,0,...,0),

| D p(0)] = 10" (0)] = (kn)! - 1, > ()t L, - 1

Consequentemente
1
[ D p(0)]) *
%
((knn T, -
0 que nos permite deduzir que ¢ ¢ Eo(TV). O

Coroldrio 1.23. Se r < s, entdo G"(TN) C G*(TN).

Demonstragdo. As sequéncia associadas a G e G* sio my, = (k!)""! e £, = (k!)*~!, respecti-

Tk * — (EN "
k

...n . . . 1 .
Lembrando que lim — = 0 paracadan € N, inferimos que lim (k!)* = co. Assim, se r < s,

vamente. Logo

lim (k)% =0, lim (k)% = oo.

k—o0 k—o0
Deste modo, G"(TY) c G*(TV) e G*(TV) ¢ G"(TY), encerrando a demonstragao. O

Corolario 1.24. C“(TV) = £ ,(TY) se, e somente se sup (mj)% < +00.
i>1

Proposicio 1.25. Seja .4 = {m,}, .y, uma sequéncia peso e denote . k= {mﬁ}neNo a

a| = k e o é um elemento de & ,(TY), entdo

sequéncia dada por m* = m,, ;. Se o € N,

Da(,ﬁ S (C://[k (TN)

Observacao 1.26. Antes de iniciar a prova, ressaltamos que #* nao é necessariamente uma

sequéncia peso, mas utilizaremos a notagdo & ,+(TY) de qualquer modo.

Demonstracdo. Fixados 3 € N e x € TV, decorre da hipétese que

|D*Pop(x)| < C bt omy g - o+ B!

<(C-H P s - o+ B
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< (C- h\al) . plAl 'm\kﬁl o+ B
Além disso, como (|a| + [B])! < |af! - |3 - 211 - 2181, segue que
|D0‘+5gp(x)| <(C- plal . |o|! - Qla\) . (gh)lﬁl 'mlkﬁl 18I,
0 que encerra a prova. O

Teorema 1.27. Dada uma sequéncia peso ./ arbitrdria, o espaco € ,(TN) é fechado com

relacdo a diferenciacdo se, e somente se,

1
mi J
sup | 24— | < 0.
=1\ My

Demonstragdo. Suponha primeiramente que & ,(T?) é fechado com relagio a diferenciagio.

Neste caso, segue da Proposi¢do 1.25 que € 41 (TY) C € 4(T). Pelo Teorema 1.22,

1\ 5 1
m: J m+1 J
sup ( —~ ) =sup |2 < 00
=1 \ MYy jz1 m;

Em contrapartida, supondo que sup (mj H) ' < o0, verifiquemos que & 4»(TY) C € 4(TV),
i=1 \ Ty
para qualquer p € N. O caso p = 1 segue diretamente da hipétese. Supondo a afirmagdo

verdadeira para p = ¢, repare que:

1 1 1

(mj+q+1) r (mj+q+1) T (mj+q) ’
my; Mjtq my;
Consequentemente,

1 1 1
Myjqgr1 |’ Myjgr1 |’ Mjtq \’
Jj=1 m; Jj=1 Mjtq J=1 m;

1 1
mjy1 |’ Mjtq )’
< sup | —Z csup [ 2] < oo,
i=1 \ My izl \ My

aplicando a hipétese de inducdo. Estd demonstrado o resultado. [

Para o estudo de equacdes diferenciais, € natural pedir que o espago funcional em que
se esté trabalhando seja fechado com relacdo a diferenciacdo. Consequentemente, a partir de
agora trabalharemos apenas com sequéncias peso .#Z = {mn}neNO satisfazendo as seguintes

condicoes:
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2. m2 <My 1 Mpy1, VneN. (1.2)

3. Existe C;y > 1 de modo que:

1
sup <mj+1)ﬂ < Cpy. (1.14)

j>1 m;

Observacao 1.28. Uma consequéncia imediata do Teorema 1.27 é a existéncia, dado k € N,

de Cyyy > 1 de forma que

l.
sup (mj““) L <O (1.15)

i1\ My

Observacio 1.29. No caso particular em que m,, = n!, recorde que:

1
. J
(22) gyl -2
JZ J

Por conseguinte, para cada q € N obtemos uma constante B,y de maneira que:

)\
Sup((J{rq)) < By,

i>1 J!

As Observacoes 1.28 e 1.29 serdo fundamentais no decorrer deste trabalho, sendo uti-

lizadas em praticamente todas as demonstracdes.

1.4 A topologia de £ ,(T)

Nesta secdo apresentaremos a topologia que usaremos em nossas classes de funcoes

ultradiferenciaveis.

Definicao 1.30. Dado h > 0, definimos

DOL
Eun(TV) =L f € &y(TV); sup D f (@)l . < o0
’ ety Plel-myg - Jal!
aENg
E, para cada | € & 4 ,(TY), denotaremos
_ |D* f ()]
Hf”///,h T zS;rIJ)V hlal RNE |oz|!.

aENg

Nio € dificil verificar que ||.|| ,, é uma norma em & 4, (T"). Neste caso, temos a

seguinte



Espacos de Fungoes Ultradiferencidveis 18

Proposicio 1.31. £ 4 ;,(TY) é um espago de Banach.

Demonstragdo. Seja {p,}, o uma sequéncia de Cauchy em € 4 ,(T") e fixemos z em TV ¢ 3

em NJ'. Dado ¢ > 0, é possivel encontrar j, € N de maneira que, se j, k > jo,

D7 (0 — ¢n) ()]
WL myg - 16!

|Dpj(x) — DPgp(x)| = [ ] Py 1B

<llg; — SOkH,///,h - -myg) - |B]!

g
< ChIB L m 18!
AT myg - |B]! |61

<e.

Logo, { D’¢,(2)}, .y, € uma sequéncia de Cauchy em C.
Para cada par (z,3) € TV x NJ, definimos ¢g(z) = lim D?p,(z). Como TV ¢
compacto,

@ = ¢o € C(TN); D’p = ¢5, VB € NYY.

O passo seguinte € verificar que ¢ € & 4, (TV); escolhendo ng € N tal que ||, — rll gn <1

para quaisquer j, k > ng, segue que

[D%p(z)| < [Dp(x) = Dpny ()] + [ D@y ()]

< | lim D%p;(x) — D@y ()| + | D%y, (2)]

j—o0
< h'al “Mg - |a|' + Oo : h‘a| * Mg - |Oé|'

< (Co+1)-hmpy -|al!, YaeN), VoeTV.

Por fim, com o intuito de demonstrar que ¢, — © em & 4 ,(TY), fixemos ¢ > 0.

Como a sequéncia € de Cauchy, € possivel encontrar j, € N tal que

I — el g < &5 Vi k> Jo.

Isto €,
|DPpj(x) — DP oy ()]
WAL=y - B!

Fazendo k£ — oo, deduzimos que

<e VzeTV, vBeN).

les = llpp < € V5 2 Jo,

concluindo a prova. O
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Proposicio 1.32. Sejam hi,hy € Ry, com hy < hy. Entdo 44, (TY) C E41,(TY) € a

inclus@o & y j, (TN) < & 4 1, (TN) é compacta.

Demonstracdo. A inclusao dos espacgos é imediata. Concentremo-nos assim na compacidade:
dada {f,},cy sequéncia limitada em & 4 5, (T"), queremos comprovar a existéncia de sub-
sequéncia convergente em & ;4 5, (TV).

Por hipétese, existe Cy € R, de modo que
1D fo(2)| < Co - B - mya - 0!, Yz € TV, Va e NY, vn e N. (1.16)
Desta maneira, fixado & € Ny qualquer, resulta de (1.16) a existéncia de C}, > 0 tal que

Z sup |D? f.(z)| < Cy, Vn € N.
1<k =€V

Decorre do Teorema de Arzela-Ascoli a existéncia de uma subsequéncia { f,,, }, . convergindo
para uma fungdo f em C*(T"). Resta-nos mostrar que f € de fato um elemento de & 5, (T")
e que a convergéncia se dd neste mesmo espaco.

Para a primeira afirmacdo, note o seguinte: dados quaisquer z € TV e v € NYY,

obtemos de (1.16) que

D f(2)] = ]kgrfm D" f ()| < Co - A7 mpyy - L < Co- b5y - L,

0 que nos permite inferir que f € & 44,(T"). Seguimos para a segunda parte: fixado ¢ > 0,
h p
selecionamos p € N de modo que <h—1) < % Além disso, definimos
2 0

1
Ch :—max{—' qugp}.

hi-mg-q!’

Pelo fato de { f,,, },.cn convergir para f em C*°(T"), & possivel encontrar k; € N de forma que

g
sup | D f,(x) — D f(z)| < o A <p, k> k.

zeTN

Suponha agora k > k. Se |\ < p,

sup (‘D)\fnk(x> _D)\f($)|> < i ‘Cl — e

z€TN WYy ! -G

Quando |\| > p,

(\Dkfnm) - DAf(fL“)!)
sup

z€TN h‘;' Sy ’)\|'

IN

sup [D*fi(2) = DX f ()] : (E)p
€TV WM - A ha
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- (}D fuu(2) = D f(:v)\) e

2€TV WM mp - A 2C,
5
< (el + 1l ) - 57
<eg
Portanto
||f7lk - f||‘///7h,2 S €, Vk Z kl)
0 que nos permite inferir que f,, — f em & 44,(TY). O

A topologia imposta em £ ,,(T?) sera dada pelo limite indutivo da familia de espagos

E wn(TN), com h real positivo. As aplicagdes de cadeia serdo dadas por inclusdes

i22 : 5///,}“ (TN) —> 8///7}@ (TN),

1 o

para h; < hy. Denotamos

Ex(TY) = lim & 4 ,(TV).

heRT

E possivel mostrar que para qualquer sequéncia {h,, }, . crescente e ilimitada, temos

n

Assim, associando as Proposi¢des 1.31 e 1.32, concluimos que € ,(T? ) é uma sequéncia inje-
tiva compacta de espacos localmente convexos, conhecido na literatura como um espago DFS.
Para maiores detalhes sobre estes espagos, recomendamos [39]; aqui apresentaremos apenas as
informacdes que serdo fundamentais mais adiante.

Uma questdo fundamental, ao definirmos uma topologia, € a caracterizacido de conjun-

tos abertos e fungdes continuas. Neste caso, € de se esperar alguma relacdo com os espacos

E un, (TNV).

Teorema 1.33. (Teorema 6’ de [39]). Um conjunto A C & ,4(TN) é aberto (fechado) se, e
somente se,

ANE yn,(TY) é aberto (fechado) em & 4, (TY), ¥n € N.

Teorema 1.34. Seja X um espago topoldgico qualquer; f : € 4(TY) — X serd uma fungdo

continua se, e somente se, a restri¢ao [y, : € 4 n, (TYN) — X for continua, para qualquer n € N.
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Demonstracdo. Definimos inicialmente a inclusdo I, : € 45, (TY) — € 4(TV), que € continua
devido ao Teorema 1.33. Assim, se f for continua, f, = f o I,, também o serd, provando a
necessidade da condigdo.

Reciprocamente, suponha B C X um conjunto fechado. Como cada restricdo f, é
continua, f, Y(B) = f~%B) N E 4n,(TV) é fechado. Aplicando o Teorema 1.33, inferimos

que f~1(B) é fechado, como pretendiamos provar. 0

Corolario 1.35. Considere g : € 4,(TN) — £ ,(TV) uma aplicagdo qualquer. Para que g seja

continua, é suficiente provar que para cada m € N, existe p € N de modo que

9 (Enp(TY)) C Eprp, (TY) € g2 2 Etr o (TN) = Epr o, (TV)
é continua.

Demonstragdo. Se as fungOes gP, sdo continuas, as restri¢oes g, de g também o serdo. Através

do Teorema 1.34, deduzimos que o mesmo serd valido para g. [

Outros pontos relevantes a serem abordados sdo os conceitos de conjuntos limitados e

convergéncia de sequéncias em & 4 (T%).
Teorema 1.36. (Teorema 6’ de [39]).

1. Para que um conjunto B C & ,(TY) seja limitado, é necessdrio e suficiente a existéncia
de k € N de modo que B C & 41, (TN) e que seja limitado com relagdo a topologia

deste espaco.

2. Uma sequéncia {f,},cn C E#(TY) converge para 0 no espago se, e somente se, é

possivel encontrar m € N de modo que

{fn}neN C g.///,hm (TN) e fn,— 0em g.///,hm(TN)-
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Capitulo 2

Ultradistribuicoes e Série de Fourier

Neste capitulo, trataremos do dual topolégico dos espagos £ 4 (T") e desenvolveremos
os resultados da andlise de Fourier necessarios para o desenvolvimento deste trabalho. Vale
ressaltar que a maioria do contetido deste capitulo sdo resultados estendendo fatos apresentados

pelo Prof. Gerson Petronilho em suas notas "Periodic Gevrey Ultradistributions in R™".

2.1 Ultradistribuicoes

Definido o espago vetorial topolégico £ ,(TY), o préximo passo € tratar de seu dual.

Cabe ressaltar

Definiciio 2.1. Dada .# uma sequéncia peso, definiremos por 2',(TV) o espago dual topo-
logico de £ ,(TY). Isto é, o conjunto dos funcionais lineares da forma u : € 4,(TV) — C

continuos.

Teorema 2.2. As seguintes afirmagées a respeito de um funcional linear u : € ,(TV) — C sdo

equivalentes:
1. we 2 ,(TY).

2. Para cada ¢ > 0, existe C. > 0 de modo que

|0 ()] - £
nqa‘-|a“

[, )| < C. - sup (

z€TN
aeN§

) . Vo e Eq(TY). 2.1)

3. Se {¢n}nen C En(TN) converge para 0 em & ,(TN), entdo (u, ¢,) — 0.
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Demonstragdo. (1) = (2) : Provaremos pela contrapositiva; suponha que (2) ndo € verdadeira.

Entdo existem ¢9 > 0 e uma sequéncia {¢n }, .y C Ex (TY) de maneira que

0% () ') |

[{u, on)| > n - sup

zeTN nqa|-|aﬂ
aeNYY
Seja ¥, = L; neste caso, teremos |(u, U,,)| = 1e
[(w, n)]
o '|a\ o .|a| 1
1>n- sup | n()] |€0 = sup | ()] '80 < —.
z€TN Mol - |ov]! z€TN Mo - ! n
aeNY aeNYY
Deste modo, para todo x € TN,
1 lov]
0%, (z)| < (6—) Mo, - af!,  Va e NY.
0
Isto &, {0y}, cn € Emayee(TN) @
[(w, W) | = 0 [[Wnll e, V1 EN,
0 que nos mostra que u ndo € continua. Logo, pelo Teorema 1.34, » ndo € continua.

g/fl,l/s (TN)
(2) = (3) : Se {¢n}pen C EJ;(TN) converge para 0 em € ,(T") , decorre do Teorema 1.36 a

1

existéncia p € N de modo que {¢,}, .y C E.xp, (TY). Tomemos e = 7 pela hipétese, existe
P

C > 0 de maneira que

‘<U>@nﬂ < C"Sup
xeTN
aeN§

( |0%pn ()]

<C- o, '
(hp)lel - myqy - |@“) = [l H//,hp

Como |[¢n 44, — 0, deduzimos que (u, ¢,) — 0.
(3) = (1) : Novamente aplicaremos a contrapositiva: suponha que v ¢ 2',(TV). Através do

Teorema 1.34, encontramos ¢ € N de maneira que
(v 'f%yh CEN)—é(C
Ett ng (TN) * 70"
ndo é continua. Assim, para cada j € N, é possivel obter ¢; € € 45, (T"), de maneira que

[(u, )| > j - HSOJ'H,//z,hq :

el 1
__i_fZ£i < -, Vj c FL
|<Ua¢ﬁ>| J

Consequentemente, { W}, — 0 em & ,(T), mas (u, ¥;) = 0. O

[, W)l =1, 50, =
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2.2 Série de Fourier

Definiremos a Transformada de Fourier de elementos em & ,(TV) e 2/,(TV), e des-
creveremos propriedades dos mesmos através do comportamento de seus coeficientes de Fou-

rier.

Defini¢ao 2.3. Seja ¢ € € 4(TV). Para cada & € 7N, definimos

5(€) = — e " p(x)dx
BE) = gy [ el

e denotaremos por F () a aplicagdo

Teorema 2.4. Dada ¢ € & ,(T"), temos
p(x) =Y @), VreTV,
cezN

com convergéncia em & 4(TY). Além disso, existem constantes C,§ > 0 de modo que

R _ my, - n! N
(6] < CnléleO <m) , VEeZ”. (2.2)

Demonstragdo. Iniciamos com a prova de (2.2). Para n = 0, temos

6(6)] = ‘ﬁ [ ot

Assim, se & = 0, é suficiente escolher C; = sup |¢(x)| e 0 = 1. Passemos para o caso n > 1;

< sup [p()]. (2.3)

zeTN

zeTN
fixados a € NYY e ¢ € Z" ndo nulos,
F(Dg)(€) = (2;)N / Doy
- (271>N /TN(_”“'D? (€7 - () da.
~ e € ol

A igualdade acima, unida a hipétese inicial, nos permite concluir a existéncia de C', ho

positivos, tais que

1 a
€71+ 126)] < Gaw / ID%(a)|dx < Cy - b mja - o
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!
Pela desigualdade |¢|" < Z ﬁ‘ - 1€%|, inferimos que
a!

laf=n

n!
€1l < X 5 el [p(o)

la|=n
n!
< — . . h. .nl
< Z o Cy - hy -my, -n!
la|=n
n!
< (. B nl . w
< Cy - hy -my - n! Z ]
|a|=n

< Cy-(hy-N)"-my,-n!
——

hs

Como ¢ # 0, denotando hy = (2 - h3), deduzimos que

(L+1ED" - 12(E)] < Co - (ha)" - mn - !, Vn €N, V& € ZV\ {0}

1
Assim, se tomamos C' = max {C1,Cy} e d = m, concluimos que
R my, - 1!
(I @ < € (M) wne Ve 2 24

Em particular, como a desigualdade acima vale para todo n em N,

R ) My, - n! N
‘90(€>| < Cnlélgo (m) y \Vlé ez,

Partimos agora para a demonstragio da convergéncia da série. Como ¢ € C*°(T%),

temos ciéncia de que Z @(&) - ™€ converge no espaco das fungdes suaves para o(x). Defini-

gezN
mos, para k € N, a soma parcial

Skp(r) = D @(E) - €.
€<k
Por S}, ser uma fungdo analitica, pertence a £ , (T ). Além disso,
(o= Sko)(x) = > @&)- e
l€[>k+1
Dado a € N, segue que

D = Spp)(w) = Y B(E) € e

|€|>k+1

Assim, aplicando (2.4), obtemos

D%(p = Sep)@)] < D2 1e(©)]- 1]

|€|>k+1
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< D 1P (DY (14 e

[€]>k+1
1 2N 2N
§C~<5> e (o £ 2001 30 (). @)

|€[>k+1

Pelas Observacgoes 1.28 e 1.29, além de (2.5), segue que

|| +2N
D= Sip@I<C (5) O Gl Bk - 3 0+ je) ™

cezN
1 2N - 1 ||
<le(5) S arien™ | ((5)zencin) maalt
¢ezN
1\ N 1
Se tomamos ¢’ = C - (5) : Z (1+ |5|)72N eh = (5) - Bpany - Cranys
¢ezN

ID%(p — Spp) ()] < C" - B oy - |a!l, Vo e TV, Ya e NY.

Logo (¢ — Sky) € €4 (TY), paracada k € N. Pelo fato de 3 ser menor que 7/, inferimos que

¢ também € elemento de & 4 v (TV). Ou seja,
Skp € 5//[7h/(TN), Vk € N.

Finalmente, observe que por (2.5),
1\ 2N
« —2N «
D" (¢~ Skp)()] < | € (5> > W+ | Wehmglalt, Ve € TV, Va € N,
§|=k+1

Portanto, || — S - ¢l , v — 0 quando k — +o0 e assim Sy — @ em & 4(TV). O
Estenderemos agora a no¢do de Série de Fourier para ultradistribui¢des, usando o fato

de que p(x) = e~ § analitica para quaisquer z € TV e ¢ € ZV.

Definiciio 2.5. Seja u € ' ,(TY); definimos o coeficiente de Fourier i.(¢) de u por

1
u<€)_(27T)N

(u, ey v¢ e ZN.

Teorema 2.6. Considere u € 2',(T"); entdo para cada € > 0, existe C. > 0 de maneira que:

e - (1+[¢)"

my, - 1!

a(6)] < Cu - sup (

n€eNy

>, Ve e ZN.
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1
(2m)N
de (2.1) a existéncia de C. > 0, de modo que

a( ,—iT L Al
|ﬂ(€)| SCg sup (’ax(e 6)’ g >

z€TN m|a‘ . ‘Oz"

aGNg

Demonstracdo. Por defini¢do |4(§)| = - |(u, e7*%)|. Fixados e > 0 e & € Z", decorre

Por conseguinte,

o) < €. (LEEDSD) < (WEEEDEDY

achy \ Mol - [af! achl \ Mg - |a]!
e portanto
)] < . sup (U
n€Ng My - N
Estd demonstrada a afirmacao. [

Observacao 2.7. Na Secdo 2.3, as relagoes entre os resultados provados nos Teoremas 2.4, 2.6

e as estimativas jd conhecidas para o caso Gevrey sao melhor elucidadas.

Observacao 2.8. Para qualquert > 0 fixado,

tn
lim ( ) =0,
n—+o0 \ My, - n!

visto que o numerador possui crescimento polinomial, enquanto o denominador tem cresci-

mento ao menos fatorial. Além disso, para o mesmo t,

" t°
sup > =1.
neNg \ My - 1! mg - 0!

" .
Isto nos mostra que sup ( '> é sempre assumido, de fato, para algum ny € Ny. Com um
neNg \ My - !

. : my - nl\ ,
argumento do mesmo estilo, prova-se que inf e € assumido por algum ny em Ny, e
n€eNg

t" - My, - N!
sup = inf .
neNg \ My - n! n€Ng tr

O préximo passo € provar uma versdao do Teorema 2.4 para ultradistribui¢cdes. Para tal,

assim

ndo obstante, € necessério antes definir a no¢do de convergéncia em 2',(TV).

Definicdo 2.9. Seja {u,},  uma sequéncia em 7',(T") e u uma ultradistribui¢do. Diremos

que u, — U no espaco se

<um 90> - <u7 ‘:0>7 VSO € 5///<TN)
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Lema 2.10. Considere {uy,},  uma sequéncia em 2',(T"), tal que (u,, @) é uma sequéncia

de Cauchy para toda ¢ € & 4(T"). Com tais hipéteses, existe u € 2',(TV) tal que

hm<um 90> = <u7 90>7 ZBS g//(TN)

Demonstragdo. Seja u : € 4(TV) — C a aplicagdo dada por (u, ) = lim(u,, ). O limite
existe, pela completude de C, e a linearidade € imediata. Resta-nos verificar a continuidade;
suponha {¢y}, .y sequéncia em & ,(T") convergindo para 0. Pelo Teorema 1.36, existe ¢ € N
de maneira que

or € Epn(TY), Vk € N.

Como u,, é continuo para cada n € N, inferimos que u, ¢ continuo. Dada ¢ €

{5//1,hq (TV)

E b (TN), {un, 1)) é sequéncia de Cauchy e portanto limitada. Isto é, existe L > 0;
|(un, )| < L, ¥Yn €N,
Pelo Teorema de Banach-Steinhaus, existe M > 0 satisfazendo
[t ) < M - [0 g, V€ N, ¥ab € €., (TY).

2M
Dado ¢ > 0, tomamos 7, := 2Pk Pperceba que {Vi}pen C (C/,L/[’hq(TN) e v — 0em
5

E.# 1, (TY). Escolhemos ky € N de modo que 1vell 4, < 1,Vk = ko. Entéo
[ty 1) S M= [, )] < 5, Vn €N, Vi 2 ko. (2.6)

Ja que (u, pr) = lim(u,, i), para cada k > ko, existe n; € N tal que:

€
Unindo (2.6) a (2.7), obtemos para k > ky,
e €
[{w, i) < [, on) = (e, i |+ [{ngs o) < 5+ 5 = e
Ou seja, (u, ) — 0, como pretendiamos provar. 0

Teorema 2.11. Seja {a;¢} ¢cezn UMa sequéncia em C tal que, para todo € > 0, existe C. > 0 de

modo que
(6" (L gh"

My, + 1!

n€ENg

), Ve e zZN.

Considere u = Z&ZN ag - € o funcional que age da seguinte maneira em & (T™):
(u, ) = lim / Z ag - € - p(x)dx, Vo € E 4(TV).
TN

Entdo u é um elemento de 9',(T") e i(£) = ag.
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Demonstragdo. Definimos s;(x) = Z ag - ¢’ para cada j natural. Provaremos que, para
1€1<j
qualquer ¢ € £ 4(T"), a sequéncia

(s, ¢ / Z% et dx—Zag /
1€1<j 1€1<y
é de Cauchy em C. Para tal, tome m, k € N, com m > k. Dada p € £ ,(T%),

s X af o

k+1<|¢|<m

=@V > ac- (=),

k+1<[g|<m

€ por conseguinte

[(sm — sk 0)] < @MY D agl - [p(=). (2.8)

k+1<[¢|[<m

Fixado ¢ € Z", temos

lag] - 16(~€)] < C. - sup (fﬁ;ﬁifiﬁ@f)-r¢<—sﬂ

neNp mn“'
6710 . 1+ § no R
<o (FEE g
nog " 10

para algum ng que, a priori, depende de € e £. Seguimos adiante, aplicando o Teorema 2.4 e as

Observagoes 1.28, 1.29:

: o (14 Jg) Miagsa) - (no + 2!
. _8)| < . . .
lag| - [p(=€)] < [Ca ( Mg - Mo! Gy §r0+2N (1 |¢[)ro+2N
< Ce . Cl . (E>n0 . M(ng+2N) . (no + 2N)' . 1
=\ o2 5 Mg ng! (1+[g))2N
< (GG (e Ben Cem\™ 1
-\ N 6 (1+ &)=
) C. - Cl)
Escolhemos e = —————;se Oy = | —— |,
Ciany - Bewy ’ ( 02N
1
Np(=6)| < Cy o ———, VEeZN. 2.9

Aliando (2.8) a (2.9), deduzimos que

(s — 500} < @0V S H?%WW

k+1<|g|<m

Como a série do lado direito converge, klim |($m — sk, )| = 0. Por conseguinte, (s;, ) é de
—00

Cauchy para toda ¢ € € 4(T"). Pelo Lema 2.10, Z ag - € & de fato uma ultradistribuigdo.
gezN
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Provemos por fim que 4(§) = a¢. Com efeito,

% 1 —ix 1 ; ixn ,—ix
O = Ty ™) = g i Sn [ e
m<i T
concluindo nossa prova. =

Teorema 2.12. Fixe u € 2',(TV). Entdo
u= Y ) e,
cezN

com convergéncia em 9',(TV).

Demonstragcdo. Unindo os Teoremas 2.6 e 2.11, concluimos que

U= Z (&) - PP
cezN

é elemento de 2/, (T"). Resta-nos verificar que u = 4. Fixe ¢ € & 4(T"); assim como

no Teorema 2.4, definimos Syp(z) = Z @(€) - €. Vimos que Sy — ¢ em & ,(TN);

l§I<k
consequentemente,

Logo
. - ixé
<u7 ()0> - 11}1{11 Z (p(g) <u7 € >
lgI<k
— Y (243
- h’gn Z <u7 @(5) € >
lgI<k
= (a, ).
Concluimos assim que © = u. 0

Nosso objetivo final nesta se¢do é provar uma reciproca do Teorema 2.4. Isto é, mostrar
que se v € Z',,(TY) é uma ultradistribui¢do cujos coeficientes de Fourier possuem decaimento

andlogo ao das fungdes em & ,(TY), seré de fato um elemento do espago.
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Teorema 2.13. Seja {b;} cegn Uma sequéncia de niimeros complexos e suponha que existam de

C,6 > 0, de maneira que

m., - n!
<C-inf [ —2—" zZN . 2.1
bl < C'- inf <5n.<1+15\)n>’ vee 2.10)

Entdo existe | € € 4(TV) de modo que

com convergéncia em & 4(TY). Além disso, @Z(S ) = be.
Demonstragdo. Definimos primeiramente
TV = C
T Z be - el
ez
Pela estimativa (2.10), decorre da teoria classica de Série de Fourier que ¢ € C'™ (TN ), com

convergéncia no espago. Resta-nos verificar que ¢ € £ ,(TY) e a convergéncia no subespago.

Dado o € N}, Dy (z) = Z £% - be - '™ . Por conseguinte,

cezN
[D(a)| < D (1+ €)™ - bl
gezN
Mjaj+2n - (Ja| +2N)! 1
: 52 (C' olel=2N ) RCEaEIE

Separando o produto de maneira conveniente,

o]
> i) (5) (o ma) (B )

Do) < [ (g)N

N N -~ 7 N -~
ser Observacdo 1.28 Observagdo 1.29
|al
1\ 2 1 Ciany - BNy
(e () x i) [ |
— 2N ’
5) A T D 3
=n1

o que mostra que ¥ € & 4.5, (TV).

A fim de provar a convergéncia, seja S;i(z) = Z be - ¢'"®, para cada j natural. Note

1€1<j
que a desigualdade acima também vale para cada S;. Provaremos que S;i) — ¢ em & 4, (TV).

Com efeito, aplicando as mesmas estimativas utilizadas anteriormente,

o IR 1 Ciny - Bevy )™
|D*(¢p — Sjp)(2)] < C'(g) 'lfglw (f) FMyg) - [l
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Consequentemente, lim || — S;¢| ,, =0 = S0 = Y em & ,(TV). O
j—ro0 451

Corolario 2.14. Dada u € 9',,(T"), suponha que existam C,§ > 0 tais que:

.l
) <o int (5t

_— \ N
o (7 py) e

Entdou € € 4(TN).

2.3 Funcao Peso

Nesta se¢do, associaremos a uma sequéncia peso .# uma funcao peso, que serd de-
notada w 4. Para que o leitor entenda a motivacio de sua defini¢ao, analisaremos brevemente
alguns resultados provados na Sec¢do 2.2.

Através do Teorema 2.4 e do Coroldrio 2.14, vimos que um elemento u € 2, (T")
pertence a £ 4 (TY) se, e somente se, existirem C,§ > 0 tais que

R ) my, - n! N
()] < O'nléleo (m) , VEeZ”.

Por outro lado, pelo Teorema 2.6, se u € 2’,(T"), dado € > 0 € possivel encontrar C. > 0 de

modo que

neNy my - TL‘

()] < C. - sup (M) veez.

Ou seja, podemos reescrever o Teorema 2.4, afirmando que existem C, e > 0 tais que
—1
e-(1 "
o)) < ¢ sup (EELEIE) 7 ez
neNp mp - N

Definicao 2.15. Dada .# uma sequéncia peso, definimos a fungio peso w_, da seguinte forma:

Wy [0,400) = [0, 4+00)

t’n
suplog( ‘), set > 0.

t— n€Np my-n
0, set=0.

Proposicio 2.16. Sejau € 9',(TV). Entdo, para cada € > 0, existe C. > 0 de modo que
la(é)] < C. - ewu &AHED) e e 7N,
Muais ainda, u € € 4(TY) se, e somente se, existirem C, 6 > 0 tais que

[a(é)] < C - e~ wa (1O-AHED) e e 7N,
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O leitor habituado com os espacos Gevrey ja estd acostumado com este tipo de carac-

terizagdo. Afinal, € conhecido o fato de que se u € Z/(TY), entdo
Ve>0,3C.>0; |a(¢)] < C. e veezN,
Além disso, u € G*(TV) se, e somente se,
30,6 >0; |a)]<C-e " veezN,
Note que, pela maneira aqui definida, a funcao associada seria
ws : [0, +00) = [0, 4+00)

tn
suplog( ) , set>0.
t— neNg

0, set =0.
Mostraremos que neste caso hd uma equivaléncia entre as funcdes, no seguinte sentido: po-

t1/s

demos caracterizar ultradistribui¢des e fungdes Gevrey utilizando tanto ¢! * como ), sem

qualquer distin¢gdo. Com efeito, paras = 1 et > 0,
tn = " .
wi(t) =logsup | — ) <log — | =log(e') =t.
neNp n! !

Por outro lado,

t = " — 1 tn
= log {exp <§>} = log [z% 2"-n!] < log [(; 2—n> :gé)o (E)] = log 2 + wy(t).

Logo

wi(t) <t <2-(log2+ wi(t)).

Seguimos para o caso em que s > 1;

tn tn/s /s * tk/s
ws(t) = sup [log( )} = sup {slog( )] = slog [Sup ( )} < slog Z
n€Ng n€ENg n! neNg n! =0 k!

Por conseguinte, w(t) < s -log <6t1/8> = 5 - t'/*. Em contrapartida,

tl/s tl/s 00 tk/s
s _ g. =g- —s. -
/P =s (S>—5 log{exp[( )}}—s loglgsk-k!]

/s =1 t" 1
<o g () S5 ] = () o v ().

Deste modo,

1
t1/8—3-10g<1 1) < wy(t) < s-tY5.
_87

Assim, verificamos a equivaléncia que pretendiamos comprovar.
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Observacao 2.17. Para mais informagdes sobre as fungoes peso associadas, recomendamos
[40]. Em alguns trabalhos, como [19], classes de fungoes ultradiferencidveis sdo definidas
diretamente através de fungoes peso, satisfazendo certas condicoes. Em muitos destes casos,
€ possivel extrair uma sequéncia deste tipo de fungdo, de modo que as definicoes dadas neste
trabalho e no de [19] sejam equivalentes. Ndo obstante, tal processo nem sempre é possivel.

Para mais informacaes, veja [18].

2.4 Sequéncias de Crescimento Moderado

Antes de prosseguirmos para Séries Parciais de Fourier, necessitaremos da alteragcdo de
uma hipdtese imposta nos espacos estudados. Até o momento, foram requeridas trés condi¢cdes

para uma sequéncia peso ./
2. m2 <my_1-Mmpy1, VneN. (1.2)

3. Existe Cy1y > 1 de modo que

sup (mj“)J < Cpy. (1.14)

i>1 \ My

Nao obstante, para algumas provas de resultados fundamentais que aparecerao daqui

em diante, serd necessaria uma troca de hipéteses. Ao invés de (1.14), assumiremos que

3. Existe H > 1 de modo que:
, 1/(j+k)
sup (M> <H. Q.11
gk N\ - My
Observacao 2.18. Uma condigdo equivalente a (2.11) é denominada "Estabilidade sob Opera-
dores Ultradiferencidveis" em [40]. Em outros trabalhos, como em [42], é dito que {mn}neN0

possui "Crescimento Moderado". Esta é a denominagdo que escolhemos usar neste trabalho.

Observacao 2.19. Se (2.11) é vdlida, ao tomarmos k = 1, concluimos que
1
. J
sup (%> < H.
=1\ My
Isto é, a condi¢do (2.11) implica (1.14). Deste modo, quando apenas a ultima desigualdade for

necessdria, permaneceremos com a nota¢do utilizada nas Observacoes 1.28 e 1.29.
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Vejamos agora que os Exemplos 1.2, 1.3 e 1.4 satisfazem (2.11). De fato, iniciemos

com o caso Gevrey: para s > 1 arbitrario,

Mtk _ (.7 + k)‘ - _ .7+ k . < (23—1)j+k
mj - my, gl Kl k - '

Por conseguinte, nesta situacgao,

1/(5+k)
m.
sup (]—+k> < 2571
gk \Ty - M

Em particular, quando s = 2,

(+ k) < 2751kl Vi k € N, (2.12)

) log x
Sigamos para o Exemplo 1.3; como a funcio 5% & descrescente para z > e, dados

J, k€N,
mj+k log(j+k+e—1) o7 log(j+k+e—1) ok
log(j +e—1) log(k+e—1)
oj ] ok
e —s
[ j—l—e—l} {—i_k:—i-e—l}
]+k

ey \ VG
Logo, sup (—]Jr ) < e’,
7,k mj - Mg

Por fim, o argumento para o Exemplo 1.4 € bastante semelhante:

mj_ [log (log(j + k + e — 1))rj . {log (log(j + k + e — 1))}“
mj-my, | log(log(j+ e —1)) log (log(k + e — 1))

<_log(j+k+ee—1) Bj. log(j + k+ et — 1)1
| log(j+e—1) log(k 4+ e — 1)
r k Bj j Bk
<14 -1 |14+ —L
- +j+ee—1} [+k+ee—1]
geﬂ‘(j-i-k)

, 1/(j+k)
. Mtk B
e assim sup | ——— < e”.
gk N1 - My

2.5 Série Parcial de Fourier

Trataremos nesta se¢do de coeficientes parciais Fourier para elementos de € ,(TV) e
2',(TV). Sejam R, S € N, tais que R + S = N escreveremos (z,y) € TV, comz € TR e
Y € T®.
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Fixada ¢ € &€ ,(T%), considere para cada z € T a aplicagio
0, :T9 = C
y = ox,y).

E imediato que ¢, € £ 4(T%); decorre do Teorema 2.4 que

ple,y) = ¢aly) = D Pla,n) - v, (2.13)

nezs

com convergéncia em & ,(T?), no qual

~ 1 —iyn 1 —iyn
Ban) = gogs [ ey = s [ ety

Pelo fato de ¢ pertencer a C>(T%), temos que p(x,7) é elemento de C*°(TF) para

cadan € Z°. Afirmamos também que p(z,7n) € £ ,(TT); de fato,

Oz p(x,m) / (. y) - e”dy,
0 que nos permite inferir que

050(z,m)| < e 0% (2, y)| < C - myg - [all, Vo € TF, Vo € Nf.
z,y)eT

Provemos uma estimativa mais precisa sobre a func¢do acima.
Teorema 2.20. Dada ¢ € &£ ,(TV), é possivel encontrar constantes Cr, hgr, hs > 0 de modo
que

my, - p!

<C plal. o 'vinf [ ——7————
‘ 90<x 77)’ R Np M- ‘Oé| ln (hp ( +’77|)p

), Vo € TR, Va e N, vneZ5.
(2.14)

Demonstragdo. Iniciamos com a seguinte observacao:

dy0(x,m) / 2 o(x,y) - e Vdy = 02 (x, n).

Por conseguinte,

02Dy p(w,n) = anggo(x, y) - e Vdy
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Logo, aplicando (2.11) e (2.12), obtemos

0 023(z,n)| < sup |02Dio(,y)]
(z,y)€TN

<Nl g - B a1 - (Jaf + 18))!
< el 4 plal+18l (Hloz\ﬂﬁl Mg 'm\ﬂl) . (2\a|+\6\ ol |5|])

< ”90”.//{,}1’ (2R H) oy - [a]!] - [(2RH)P - mg - B]1]

Supondo 1 # 0, escolhemos p € {1,2,..., N} de modo que |1,| = max, 174]. S

B =k - e,, com e, sendo o elemento da base candnica,

[nf** = (Z |77]|2) < NF- g < NR- [P
Assim,
11023, < el - (R - lalt] - [REVE)? -y - 51].
Visto que (1 + |n]) < 2|n|, inferimos que
(14 o) 1088 )| < Nl [CRE) - o] - [4DEVED -y ], Wk €N,

Ou seja, se Cr = ||¢|l 44 hr = 2hH e hs = temos a desigualdade

1
AhH~\/N’

desejada quando 7 # 0. Para que a estimativa também abranja o caso 1 = 0, basta selecionar

1 )

m, - p! hg
Cr = - inf P ) = © sup ( ) 5
r=lelan eN( ' Il peN, \ 1My - P!

encerrando a prova. O

Vimos anteriormente que se ¢ é elemento de £ ,(TY), as fun¢des $(x, 1) pertencem a
E 4 (T) e possuem comportamento como descrito em (2.14). Apresentemos uma reciproca do

resultado anterior.

Teorema 2.21. Suponha que para cada n € 7.°, exista uma fungao ¢, em € ,(TF) tal que

o al i my P!
0 n(@)| < Cr - hig' - mjay - la] ;é“Nfo(hg-uﬂnDp)’

para todos x € TR, o € NE en € Z°, com Cg, hy, e hs constantes positivas. Entdo a fun¢do

¢ : TV — C dada por p(x,y) Z on () - €V estd bem definida, pertence a € 4(TV) e vale

nezs
a convergéncia neste espago.
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Demonstragdo. Verifiquemos que  esta bem definida. De fato,

maon (2N Crmaon(2N)! 1
oz, ) < D o) < D Cr w2N) - Cn 2];15 ) > (
S

2N 2N °
nezs nezs Pt (L + Inl)*™ nezs L+ [nl)
Além disso,
021052 0w, y)] < D |08 py(a)] - (1 + [n])e
neZS
(0% m p' (6%
< Z Cr - thll MYy - Jaa]! - mf (—h” (f+ | |)p> (1 + |p|)le2!
nezs "

@ ”Haﬂ+2N"ﬂa2!%-2ﬁJﬂ |z
<N Cr- b mp - aa! (1 [nl) =,
TgZ;g R ‘ 1| h‘|;v12‘+2N . (1 + ‘77|)|O‘2‘+2N

Das Observacodes 1.28, 1.29 e Proposicao 1.7, obtemos

a | ez
Miay| - 2! 2.-C
0510520, 9)| < D Cr b mja |0‘1|l< o ety o
neZs hS '(1 *‘|U|)

Cr | [ BenCon 22| 1
< th’ h| |(_j;_i_i__i n@mq+aﬂ(h11+*a2D!§£: (______ZV

hs it L+ [nl)
Cr 1 BanyCrany
C temente, se C = __eh= hp, NN Lol
onsequentemente, se i > T © max{ R e conclufmos

neZS
que

‘a;vla;zzgpw,y” <C- ploatea| My +as] ° (‘061 + 042|)!,
o que mostra que ¢ € £ ,(TV).
Resta-nos verificar a convergéncia: considere para cada £ € Ny a soma parcial

Skp(x,y) = Z%

[nI<k

Queremos mostrar que S — ¢ em & ,(TV). Analogamente ao que fizemos no inicio da

demonstracdo, temos

0207 (Skp =) ()| < D 102 @ala)] - (1 + )™

[n|>k4+1

Cr 1 oo
< v 2 | M mersen - (lea £ agl)l
S ikt il

Por conseguinte, fazendo k — oo, segue que Spp — ¢ em & ,(TV), como pretendiamos

provar. [
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Bem estabelecida a Série Parcial de Fourier para funcdes ultradiferencidveis, o pro-
ximo passo € desenvolver o conceito para ultradistribui¢des. Fixada u € 2',(TY), definimos
para cada ¢ em € ,(TF) fixada o seguinte funcional:

Uy - E ///(TS) — C

o = {u,®p),

no qual ¥ ® ¢(z,y) = ¥(z) - p(y).

Lema 2.22. Dadas u € 9',(TV) e ¢ € € 4,(T®), temos que u, € 7' ,(T%).

Demonstracdo. A linearidade decorre imediatamente da definicdo; provemos a continuidade.
Seja {¢n },,cny uma sequéncia em € 4 (T*) convergindo para 0. Caso provemos que ¢ ® ¢, — 0

em & ,(TV), a afirmagio serd consequéncia da continuidade de .

Como ¢,, — 0 em & ,(T*), pelo Teorema 1.36 encontramos kg > 0 de modo que

©n € gﬂ7hS(TS)7 vn S N7 HSOTLH%JLS — 0.

Por outro lado, existe hr > 0 de forma que ¥ € € 45, (TT). Assim, se h = max {hg, hs},

sup |090) (¥ (x) - o(y))| < sup |05¢(2)] -SUPl (v)|

(z,y)€TN TR yeTS
<Nl 1 =Ll Nl g B - e - 16!
<l nllang - R Mg - o+ B!
Deduzimos assim que
Y ® o € Eqn(TY), ¥n €N;
1Y @ @nll yn < 10 sng  Nenllgrng = O

Esta demonstrado o lema. O]

Através do Teorema 2.12 e do Lema 2.22, podemos escrever

uy =y wp(n) - e,

neZs

com uy(n) = @ (Uy, e = S (u,(x) - e, Agora, paran € Z° fixado,

definimos o funcional

1

Gy (W) ). 2.15)

(uy, ) = uy(n) =

Como a fungio e %" ¢ analitica, decorre do Lema 2.22 o seguinte fato:
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Lema 2.23. Dado n € 75, o funcional u, definido em (2.15) pertence a 9',(TF).

Teorema 2.24. Seja u um elemento de 9',,(TY); entdo

com convergéncia em .@{’%(TN ). Além disso, dados ¢, h > 0, existe C. ;, > 0 de maneira que

[ty $)] < Con - [46]L - sUD (M) | 2.16)

pENy my - p!

para quaisquern € 75 e ) € € 4 ,(TE).

Demonstragdo. Seja \(x,y) € € ,(TY); associando (2.13) aos Teoremas 2.20 e 2.21, inferi-

mos que
Mz,y) =D Ma,m) - e,
nezs
com convergéncia em & 4 (T"). Por conseguinte,
X = Tim 3w A, ) - )

k——+o0
[nl<k

o S N
= kl])gr_loo Z (27’[’) <U—777 )\(ZIZ’, 77)>
Inl<k

= lim <un,/ Az, y) - edy)
TS

k——+o00
[nI<k

= lim E u, - eV N,
k——+oco < K ’ >
[n|<k

Resta-nos, portanto, verificar (2.16). Para tal, fixemos £, h > 0; nos utilizando do

Teorema 2.2, encontramos C. tal que

C. 10208 (1p(x) - em)| - elotsl
[(un, V)| < =5 - sup , (2.17)
(2m)% (@ yyer™ Miarsl - (o + B])!
(o,8)eNY
Ca ‘aﬁw(ﬂj)' . ‘age_iyn‘ . g'a‘ . E:'ﬁ‘
N CT E Sy~ ol 1B]
T)°  (zy)eTN mia| - myg| - ol - |G
(a,B)ENé\]
<%l sw < |
(2m)* A agyeTy mys) - B!
(e, B)ENY

1
Suponha por um momento que € < E; neste caso,

c el (1 + In))"”
[ ()] < 2 19l pens ( mg| - |B]! )
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C. P. (1 p
< G gl sup (M)

~ (2m)S pENg my - p!

. 1
Dessa forma, se ¢ < 7 tomamos Cj, . = Caso contrario, temos ¢ > 7 e podemos

C:
(2m)*"

aplicar (2.17) do seguinte modo:

)] < ol 10l sup (g ) < M sup (T,

(2m)S h? - m,, - p! (2) my - p!
. 1 . Cin ~
Assim, se ¢ > 7 selecionamos C}, . = s’ 0 que encerra a demonstragao. O
T

Associando o Lema 2.23 ao Teorema 2.24, inferimos o seguinte: se u € %’,(TV), o
funcional u, definido em (2.15) pertence a Z',,(T*), para cada n € Z°. Além disso, vale uma

estimativa como em (2.16) e u = Z u, - eV

nezs
O que pretendemos mostrar a seguir é uma reciproca desta conclusdo. Para tal, pre-

cisaremos antes de um resultado provado em [40], que reforca a necessidade da hipétese de

crescimento moderado para nossas sequéncias.

Lema 2.25. (Proposicdo 3.6 de [40]) Considere .# uma sequéncia peso satisfazendo (1.1),
(1.2) e (2.11). Com tais hipoteses,

7 2 n.
[sup ( P )} < sup <p ) , Vp> 0.
neNp n%l'n! neNy n%z'n!

Teorema 2.26. Seja {u,}, ;s uma sequéncia de elementos em 2',(TF), satisfazendo a se-

guinte condigdo: dados €, h > 0, existe C. j, > 0 de modo que

el (L+ nl)”

U, )| < Cep - [[¥0 'Sup(
s 931 < Con g~ sp (=

) , Vn € Z5, Y € Epn(TH).

Entdo u = Z u, - €' pertence a 7' ,,(T™).
neZS

Demonstracdo. Fixemos \(z,y) € & ,(TV); por defini¢do, existe h > 0 de modo que \ €

E ».n(TY). Consideramos entdo

In|<j
Note que (s;, \) = Z(un-eiy", A) = Z(un,/ Mz, y)-e¥"dy). Por conseguinte, se k € N,
In|<j In|<j °
utilizamos a hipétese e o Teorema 2.20 da seguinte forma:
0% - (L4 [nl)?
a2 S o], o (LY
[(skj — 55, M < 27)° D Cong - o 5P —

I<Inl<i+k
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. my, - p! oF - (1 +[nl)?
< C%, - inf (p—) - su (— ,
N Z Yhr - peNy hg’ (14 [n])p peI\II?) my - p!

J<Inl<i+k
hk . . .
com Cf, = (21)° - Cspy, - SUD S IR |l 4 » €0 > 0 que ainda serd escolhido.
' peNg \Mlp * P- ’

h
Tomando § = ES, com H dado em (2.11), segue do Lema 2.25 que

P . P P (1 p\ 71/2 -l -1/2
ap (MY Ty (B PIPY [ (et ]
pENg H? - my p' €Np My p' peNo hS ’ (1 + |77|)p

Consequentemente,

1/2
my, - p!
. < LT
|<3kz+] Sjv)‘>|— Z CMR (pEN h (1+|77|)p>

J<In|<i+k
m4N-4N!)1/2
< 2o <h2N A+ ™
J<In|<i+k
LD Tl
J<|n\<J+k

Portanto (s;, \) é sequéncia de Cauchy. o que nos permite concluir que u € 2’,(T"), pelo

Lema 2.10. O
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Capitulo 3

Sistemas de Operadores de Coeficientes
Constantes e uma Classe de Sistemas de

Campos Reais

Desenvolvida a Anélise de Fourier, temos agora repertdrio para abordar diversos pro-
blemas relacionados a equagdes diferenciais parciais lineares em nosso contexto de classes de
funcgdes ultradiferencidveis. Neste capitulo, lidamos inicialmente com a hipoeliticidade glo-
bal para sistemas de operadores cujos coeficientes sdo constantes; em seguida, encontramos
uma aplicac@o que preserva a . -hipoeliticidade global e leva todo elemento de uma classe de

sistemas de campos vetoriais reais a um sistema de coeficientes constantes.
Defini¢do 3.1. Sejam Py, Ps,--- P, : 9',(TV) — 9’ ,(TY) operadores continuos e
P=(P,...,P)
o sistema formado por estes operadores. Diremos que P é globalmente ./ -hipoelitico se
ue€ 2 ,(TN), f, €E4(TY), Pu=f;, j=1,2,... .k = uc&4(TY).

Observacao 3.2. Note que a nossa definicdo estende os conceitos de hipoeliticidade global

analitica e Gevrey.
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3.1 Sistemas de Operadores de Coeficientes Constantes no

toro TV

Nesta se¢ao, descreveremos .# -hipoeliticidade global para sistemas de operadores di-
ferenciais com coeficientes constantes. Assim como nos casos analitico (veja [30]) e Gevrey
(veja [34]), hd uma conexao direta entre 0 comportamento assintético do simbolo do sistema
com a fungdo peso associada a .7 .

Dados P, (D), P»(D), ..., P.(D) operadores de coeficientes constantes agindo em T,

com k natural, caracterizaremos a .7 -hipoeliticidade global do sistema dado por
Pu=f;, w2, T), f €E4(TY), j=1,2,... k. (3.1

Definicao 3.3. Seja P o sistema descrito em (3.1); definimos seu respectivo simbolo do seguinte

modo:

P(§) == (Pi(€), P2(€),- .., Pi(€)), VE €LY,

Denotamos também, para cada & € 7N,

P(&)] = max [F;(£)].

1<j<k
Teorema 3.4. Considere um sistema como em (3.1); 0 mesmo é globalmente .# -hipoelitico se,

e somente se, para cada € > 0, for possivel encontrar R. > 0 de maneira que

PO i () YeeZ i 2 A (2
Demonstragdo. Iniciamos a prova verificando a suficiéncia de (3.2): suponha u € %’,(TV)
de modo que P;(D)u = f; € € ,4(TV), para j = 1,2, ..., k. Pelo Teorema 2.4, encontramos
C,6 > 0 tais que

~ my, - n!
; <Cinf (| ———— ZN, j=1,2,... k.
’f](é)l _CnlélNo (5n(1+|§’)n)’ er ) j ) <y 7k

Segue do Teorema 2.12 que u = Z u(g) - . Tome ¢ =

gezN
|{| > Rs; . Nesta situacdo, aplicando o Lema 2.25,

(01 < 0 inf (i) - sup (LD

neNg ST+ ) nen My, - n!

m,, - n!
<Cinf | —2 " }.
= JQNO(MHW)

Assim, temos uma desigualdade como no Coroldrio 2.14 sempre que |{| > Rs/u,

e fixemos £ € Z tal que

T =

sobrando apenas um nimero finito de elementos de Z". Com um possivel aumento de C,
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obtemos

- _ my, - 1! N
()] < C;élgo (m) , VEEeZT,

de acordo com o queriamos provar.
Resta-nos demonstrar a necessidade de (3.2), o que serd feito pela contrapositiva. Ne-

gando a hipétese, temos a existéncia de ¢ > 0 e uma sequéncia {&,,},, .y em ZN satisfazendo

m,, - n!
P(¢,)| < inf n 1wl >m, V¥meN. 3.3
Pl < int (oo ) lool 2 3
Definimos u = Z e@&m: pelo Teorema 2.11, u € 2',(T"). Por outro lado, note que u ndo é
meN

dada sequer por uma funcao integravel, visto que seus coeficientes de Fourier ndo tendem para
zero quando n — oo (Lema de Riemann-Lebesgue).

Em contrapartida, se tomamos P;(D)u := f;, entdo f; = Z P;(&n) - €. Além

. meN
disso,

My, - 1!
Pi(&)] < |P(€,)] < inf n , N, j=12,.. .k
26| < 1P| < inf (i) Ve, g

Empregando o Teorema 2.13, inferimos que f; € € ,(TV) paracada j € {1,2,...,k}, como

pretendiamos demonstrar. O

Corolario 3.5. Sejam A e £ duas sequéncias peso distintas, tais que # =< £. Caso um

sistema como em 3.1 seja globalmente £ -hipoelitico, também serd globalmente . -hipoelitico.

Demonstragdo. Decorre da Defini¢io 1.20 e do Teorema 1.22 que £ ,(TV) C £4(TY) e existe
C' > 1 de maneira que

my < Ck 'fk, Vk € No.

Dado € > 0, pelo Teorema 3.4 € possivel encontrar 2. tal que

( c"-l,-n!

inf ( ——————
PEN= 5 e

n€ENg

), ve e ZV; ¢ > R..

cm-t,-n! my - n!
Observando que para cada n € Ny, (—n> > (n—) , deduzimos que
en - (L4 en - (L4 [¢])

'nf( cm"-t,-n! )>'nf( my, - n! )
i _ i —_— ).
A\ emar) 22 e a e

Por conseguinte,

) my - n! N.
P(§) > nlélgo (W) , YEeZ™; €] > R..

Pelo Teorema 3.4, o sistema (3.1) é globalmente . -hipoelitico. [
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Corolario 3.6. Seja P(D) um sistema operadores diferenciais lineares de coeficientes cons-
tantes globalmente C*°-hipoeliticos. Entdo P(D) é globalmente ./ -hipoelitico, para qualquer

sequéncia peso M .

Demonstracdo. A condig¢do de Greenfield-Wallach (veja [31]) implica na existéncia de nimeros
reais L, k, R > 0 tais que

L
|[P&)| > AT EDF €] > R.

Sem perda de generalidade, podemos considerar £ € N. Dado € > 0, escolhemos

myar - (k+ 1)!}

RgzmaX{R, T okt

Assim,

! .nl
6> R = |P() > LOALE) o mpn(k+1D! ing( M, - 1! )
neNg \ ™

(T4 Rt bt 4 [g)r (1 +[€)"

finalizando nossa prova. [

Observacao 3.7. Através dos resultados acima, podemos concluir que, para sistemas de ope-

radores lineares com coeficientes constantes, temos
C*®°-hipoeliticidade global = ./ -hipoeliticidade global = C*-hipoeliticidade global,

para qualquer sequéncia peso M .

3.2 Campos de Greenfield-Wallach

De maneira andloga ao que foi feito em [29], [30] e [31], aplicando o Teorema 3.4 para
a situacdo em que temos apenas um campo vetorial, iremos estudar a . -hipoeliticidade global

de campos em T? dados por
P,(D1,Ds) = Dy —aDy,  «a€C. (34)

Em todos os trabalhos citados, os autores fazem conexdes entre a hipoeliticidade global do
operador (em suas respectivas classes de funcdes) a propriedades nimericas de «. Pretendemos
aqui fazer o mesmo para nossas classes de estudo.

Iniciamos a andlise ressaltando o seguinte fato: se o possui parte imagindria ndo nula,
P, é elitico e por conseguinte globalmente C'>°-hipoelitico. Neste caso, decorre do Coroldrio
3.6 que P, é globalmente . -hipoelitico. Consequentemente, os exemplos mais interessantes

serdo aqueles em que « € real.
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Definicdo 3.8. Diremos que oo € R\ Q é .# -exponencial Liouville se existir ¢ > 0 de modo
que a desigualdade

my, - n!

m>a (&n) €ZXZ,

£ —an| < inf (
n€Ng
possui infinitas solugoes.

Lema 3.9. P, (D, D;) serd globalmente ./ -hipoelitico se, e somente se, « for irracional e

ndo M -exponencial Liouville.

Demonstracdo. Note que o simbolo do operador é dado por

1-(€—a77), (&n) €EZ X Z.

l

Pa(g, 77)

No caso em que « é racional, é possivel obter uma sequéncia {&,,, nm}meN tal que Pp (&, i) =

0. Logo

m,, - n!
P.(&m,nm)| < inf ( - ), Vm € N.
Falm o)l < 08\ T el o)

Decorre do Teorema 3.4 que P, (D;, D) néo é globalmente .7 -hipoelitico.
Prosseguimos para a situagdo em que « € irracional; suponha « nao . -exponencial
Liouville. Por hipétese, para todo € > 0, encontramos R. > 0 tal que

My, - 1

_ > inf [ —2 " > R..
€ — am| 2 inf (sn-(1+|n|)")’ €]+ In| >

Consequentemente,

My, - 1
en - (L+ [+ n)”

Ve >0, 3R > 0; [ an| > ing( ) =R, G5
nelNg

e deste modo D; — aD5 é globalmente .# -hipoelitico, também pelo Teorema 3.4.
Finalmente, considere P, globalmente .7 -hipoelitico; pelo Teorema 3.4 vale (3.5).

Nosso objetivo € verificar que « ndo € .Z -exponencial Liouville. Para tal, fixamos 6 > 0 e

tomamos ¢ = ————. Note bem: se |{ — an| > 1, temos imediatamente
(laf +3)
My, - 1!
—an|>1> inf | ——————|.
ol 1> ()

Caso contrério, [£] — || - [n] <1 = [£| < |af - |n| + 1. Assim, se [£| + || > R.,

|€ —an| > inf < m, - 1! )
—nelo \ e - (L+[¢] + [nl)"

_ my, - n!
> inf < )
neNo \ e - (2+ |af - n] + |n|)"
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) my, - n!
> inf ( )
nelo \ " - ([af +3)" - [n|"
. my, - n!
> inf
nelo \ 0" - |1|"
S inf my, - n!
inf ([ ——— ],
S AT

visto que podemos considerar |n| # 0. Assim, « ndo é .# -exponencial Liouville. [

No Coroldrio 3.5, demonstramos que se .# ,.Z sao duas sequéncias peso e .#Z < .Z,
o fato de P, ser globalmente .Z-hipoelitico implicara na .2 -hipoeliticidade global do mesmo
campo. Em contrapartida, em [29] os autores provam a seguinte afirmacdo: dados r,s > 1
distintos, é possivel encontrar o € R \ QQ de maneira que P, é globalmente G"-hipoelitico, mas
ndo globalmente G°-hipoelitico. Nosso propdsito € estender de certo modo este resultado para

as classes fungdes ultradiferencidveis estudadas neste trabalho.

Definigdo 3.10. Sejam £ = {{y.}, e, > # = {Mn},en, Sequéncias peso quaisquer. Denota-

1/k
remos por M < £ quando lim <%) = 0.
k—4oc0 ék

Observacio 3.11. No caso em que M < L, temos M < L e L 4 M.

g
su
s ()]

)} = 0, para qualquer 6 > 0.

Lema 3.12. Se .# < &, entdo lim
t—-+o0 |:p ( 5p - tP
sup
eNo \Mp - p!
1

Demonstracdo. Seja H a constante proveniente de (2.11); escolhemos ¢ de maneira que T <

0. Como lim <—k) = 400, existe ky € N tal que
k—+oco \ Ty,

(m_) > H Yk > ko, (3.6)
k

Consideremos t > (i, - (ko!). Se s < ko,

tho t® l, - s!
+ T R A T A B |
O ol 0, 8] T gl = o ol °

tP tP
e assim sup ( ) = sup ( ) Desta forma, se t > /y, - (ko!), segue de (3.6) que
pENp gp - p! p>ko gp -p!

() =22 () = s () = 20 (o, )

sup = sup < sup < sup .

peNy \ Lp * P! p>ko \Cp - D! p>ko \ (HITH)P - my, - pl peNo \ (HTT)P - m,, - p!
3.7



49

Sistemas de Coeficientes Constantes e uma Classe de Sistemas de Campos Reais

Pelo Lema 2.25, pode-se verificar que

e 4P 1/2 57 \ Y2 28
su < |su —_— < |su . .
o ()l = e ()] <l ()] - o9

Associando (3.7) a (3.8), inferimos que

tp
sup<€p_p!) 5P p \] 2
S s ST
€Np p V-

PENp

(G s)
sup (| ——
peNg \Mp * p!

0 que demonstra a proposi¢ao.
O

Teorema 3.13. Considere £, M sequéncias peso tais que M < £, e P, o operador definido

em (3.4). Valem as seguintes afirmacoes:

1. Se P, for globalmente £ -hipoelitico, também serd globalmente . -hipoelitico.

2. E possivel encontrar 3 € R \ Q de modo que P3 é globalmente ./ -hipoelitico, mas né@o

globalmente £ -hipoelitico.
Demonstragdo. A prova de 1. decorre imediatamente do Corolario 3.5 e da Observacgao 3.11.

Resta-nos demonstrar 2, o que serd feito com o uso da teoria de fracdes continuas, utilizando

como base [32].
..., Qp,...] no intervalo (0, 1), escolhendo

Nosso objetivo é construir 5 = [ag, ag,
, de modo que as hipdteses do enunciado sejam satisfeitas.

uma sequéncia adequada {ay, },,cp,
Seguindo [32] (Teo. 149), definimos as sequéncias {pn}nENO ) {q"}nENo por

p0:07 b1 = 17 Pn = 0Qp " Pp-1+ Pn—2 (QSH),
3.9

~—

QO:L CI1:0> Qn = Qp * Qn—1 + Qn—2 (zgn
Além disso, construimos por recorréncia {a;}neNO da seguinte maneira (Sec. 10.9):

a, = [an, ani1,-..], Vn € Ny.

Sao verdadeiras as seguintes afirmacdes (mais uma vez utilizando [32]):

I. (Teo 155, 156). Se n > 3, temos ¢,+1 > ¢, > n. Assim, lim g, = +o0.
n—oo

!/

II. (Teo 168). Para todo n € Ny, |a/,
|z] :=max{m € Z;m < z}.

| = a,, no qual |.| é a funcéo piso, isto é,
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1
II. (Teo 171). Dadon > 1, |p, — B - qn| = . Por conseguinte, a sequéncia

n+1 *gn + dn—1
|pn — B+ qn| € estritamente decrescente, com limite igual a 0.

IV. (Teo 182). Considere p € Z,q € N, de modo que mdc (p,q) = 1e g < ¢ < qx1.- Com

tais hipéteses, vale
\p—q~ﬁ| > ‘pk_Qk'm > ’pk+1—Qk+1‘m-

Estamos devidamente preparados para proceder para a prova do resultado, que sera
feita por recorréncia. Por II., ap = 0; suponha agora a; definido, para 0 < j < n — 1. Segue de

(3.9) que temos p;, g; bem definidos se j < n — 1. Tomamos

no1 +1)
{SUp(q 1+ )/inJa n# 2.
an: reNp

1, n=2.

Verifiquemos que Pj é globalmente .Z’-hipoelitico. Com efeito, sejam p € Z, ¢ € N tais que
mde (p, q) = 1. Por L, inferimos a existéncia de ky € N de maneira que gz, < g < gx,+1- Logo,

concluimos a partir de III. e IV. que

1
p—q- B > [pre — o - Bl = . (3.10)
Apo+1 * ko + Qro—1

Por outro lado, se escolhemos ¢ > g3, segue de II e da constru¢do de {an}neNO que:

(qr, +1)
Uy y1* Qo + Q-1 < {S;ll\g) (ﬁ /Qko Qo T Qko T ko1
r€Np r

Qro + 1
< sup ((;—,)) + Qko + Qo1
reNp ro T

1 s

reNp gr =T

ey

§35up<£ '
ro !

reNg

Por conseguinte, aplicando (3.10), obtemos

1 0, 7!
- > = : .
lp—q- P 5 nf ((q+1)’“> (3.11)

Fixemos ¢ > 0; pelo Lema 3.12, temos
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Consequentemente, é possivel encontrar s € N de maneira que sy > g5 e

. my - r! 1 . b, 7!
inf < — . inf , t>s.
reNg \ O7 - 17 3 reNg tr

Associando (3.11) a (3.12), deduzimos a existéncia de s; € N tal que

my - 7!
—qg-8]>inf [ —— ° Vg > s;.
Ip q /B| _TIEDNO <5r(1+q)r)7 q = S1

Decorre do Lema 3.9 a .# -hipoeliticidade global de Ps.
Por outro lado, estimemos por baixo a expressao |pg, — G, - O

(qry +1)"
a;fo-‘rl iy T Qro—1 = S;le (—; Tl /Qko “ Qo T Qo1
L"€Np r .

1)
sup <(Qko + ) )
reNp Er . T!

> — 1| qry + Qro—1
Gk

e, +1)"
> sup ((;—,)) + Qko—1 — Gy
reNg ro T

Qo +1)"

reNg gr T

Usando o mesmo raciocinio empregado na prova do Lema 3.12, inferimos que

() e (Gm) 2 o=
sup = sup > —, t2>20.
peNo \lp - P!)  p22 \Gp-pl) — 265 ’

Consequentemente, existe n; € N de modo que

tp
sup ( ) >2t, VYVt >n;.
peNg gp - p!

Logo, se ky > ny, deduzimos que

1 (qr, +1)"
a;co-i-l “Qko T Qro—1 > 5 ’ SSI\II) ( EO .7l )
rENp r .

Associando 1., (3.10) e (3.13), concluimos a existéncia de ry € N tal que

l, !
=g Bl <2-imf [—" ). n>n
|p q B| TIGHNO ((1 + qn)r) n-="To

51

(3.12)

(3.13)

(3.14)

Nio € dificil ver através de (3.14) que [ é .Z-exponencial Liouville, como desejavamos provar.

O
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3.3 ./ -Hipoeliticidade Global para uma Classe de Sistemas
Reais

Nesta secdo, nosso ambiente de estudo serd o toro TV*! para algum N natural. Seus
elementos serdo denotados por (¢, ), com ¢t € TV e z € T. Consideraremos o seguinte sistema

de campos em TV *1:

o . .0
— J — ) —
L atj+a(t)ax, (j=1,2,...,N), (3.15)

no qual cada a/ € um elemento de € ,(T") a valores reais, satisfazendo o seguinte sistema de

equagoes:
Oal _ Oa” Vi ke {1,2,...,N} (3.16)
atk—atj’ ju » &yt . .
Observacao 3.14. Note que a Condicdo (3.16) é equivalente a dizer que a 1-forma dada por
N
a= Z a’dt; é fechada.
j=1

Notacdo 3.15. Dada f(t) € & 4(T"), denotaremos

1 21
ij:%\/O f(07...,0,tj,0,...70)dtj.

Com base em resultados provados em [15], [37] (caso suave) e [6] (caso Gevrey),

mostraremos que a . -hipoeliticidade global do sistema (3.15) é equivalente a de

~ 0 .0
L= — t— 1 =1,2,...,N). 1
J atj +a]08x7 (] ) < ) ) (3 7)

Observacao 3.16. Como o sistema (3.17) possui coeficientes constantes, a ./ -hipoeliticidade

global do mesmo é descrita pelo Teorema 3.4. Por conseguinte, isto também valerd para o

sistema (3.15).
Considere, para j = 1,2,..., N, as seguintes funcdes:
VTN SR, V() =d (t) —dl . (3.18)

Jo

Observe que a condi¢do (3.16) permanece verdadeira para cada /. Além disso, segue que

V=0, Vje{l,2,...,N}.

Jo
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N
Desta maneira, a forma v = Z I dt; é exata. Logo, podemos encontrar
j=1
00 N aA k
Ae C™(TY;R) | aT(t):V(t), k=1,2,...,N. (3.19)
k

Antes de provar uma estimativa para A como em (3.19), necessitamos de um resultado

cuja demonstracdo pode ser encontra no trabalho citado.

Lema 3.17. (Coroldrio 4.5 de [17]) Sejam p,n € N e ky,... .k, € NP\ {0}, 61,...,0, €
N"\ {0}. Denotemos f = ki + ...+ kpey = |k1|d1 + ... + |ke|ds. Entdo

|k m /el
M| Mg, | - g, < My

Proposicao 3.18. Seja A como em (3.19). Dado € > 0, existem C., h. > 0 tais que

. my, - p! -
f | ——2 2 ). || < - hlelomy, - lall,
plerlﬁlo(ep-(l%—]n\)l’) Ore | < Cehetmpe <o

para quaisquert € TV, n € Z e a € NY'.

Demonstragdo. Como cada a; pertence a £ ,(T"), segue de (3.19) que A € & ,(TV); assim,

existem C, h > 1 de forma que
00A)] < C- bl mypy - |all, Yt e TN, Va e N} (3.20)

A fim de estimar ¢74®) e suas derivadas, precisaremos lancar mdo da Férmula de Faa di Bruno,
que serd aplicada seguindo a Proposi¢do 4.3 de [17]. Estabelecendo f, : R — R; f,(z) = """

obtemos que

51 k1 62 kg
a mA t) Z o (k1+ +’W)<A(t)) (Dt(;?(t)) .o <Dt6fll(t)> , (321)
1! 1! l:

com a soma acima sendo tomada sobre os conjuntos {di, ...,d,} de ¢ elementos distintos de

N\ {0} e (ki,... k) de N com/=1,2,3,...,tais que

14

a = Zk‘jé]

=1
Estimemos agora ‘Df‘ (ei”A(t))

(3.21):

|61 N~ 16| I Fe
o [ _inA o! (k1i+...+ke Ch m‘g ||(51‘. Ch m|5||(55|.
7 ()] = B gl (SR ) (T

, utilizando o fato de A ser real e aplicando (3.20) e




Sistemas de Coeficientes Constantes e uma Classe de Sistemas de Campos Reais 54

o!
< — = (Cp|)Frtetke) pRa01] e
= Zkll-...-kg (Clnl)
xmk . m |(51|' kl... M .
o1 \5z| 5! 5!
< Z (C|n|) (katoethe) | gy oaldn . el 8ol
< e
k1|61 kold
Xm‘él M . NFl01] 4 Ake|0e|
< Nh laf | |C¥|' Z i [C(l + |n|)](kz1+.,.+kzg)
Xm\é E \(m (3.22)
; : My 'p! inA(t) .
Dado ¢ > 0, considere (x) := inf Z AF P |0 ?)] ; utilizando (3.22) e 0 Lema
peNg \ €7 - n
3.17, obtemos
() < (N -falt- 3 gy (OO )
P [
k1 ke - my, - p!
X S cinf | —2—
m|51| m\&zl plenNo <€p . (1 + ‘7]|)p>
a 1
< (Nh)! \|a|gzm[c(1+ || )] (ko)
k ke Mkytothy) (K1 + oo+ Ke)!
Xm|511| L m\éed : €(k1+...+ke)(1 + ’77|)(k1+...+k4)
o (ki + ...+ k)l O\ FT-ho) . .
< (Nh)| “O‘“'Z koo kg c (m(k1+...+kz)-m|5l‘ -...-m‘;d)
a (]{71 + ...+ ]{Jg)' C (k1t.+ke)
< (Nh) \.m|a|.\a\!.z el e . (3.23)
()

Em seguida, aplicamos o Lema 4.8 de [17], que afirma existirem )M, A > (0 dependendo

exclusivamente de C' e €, de modo que
(A) < M-\,
Por conseguinte, ao escolhermos C. = M e h. = N - h - A\, deduzimos de (3.23) que

inf (M) |orem O < O -l omyy - Jall, Vi€ TN, Vi € Z, Ya € NY,
peNo (1 + [nl)P

de acordo com o que desejdvamos mostrar. 0

Teorema 3.19. O operador T : 9',(TN*Y) — &' ,(TN*1) dado por

T (Z une””) = uye At (3.24)

neEL nez

é um automorfismo. Mais ainda, T’ c tem imagem em E 4 (TNTY) e é isomofismo neste

o (TN+1)

espago.
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Demonstragdo. Para verificar que T estd bem definida, aplicaremos a afirmagdo provada no

Teorema 2.26; isto €, dados €, h > 0, queremos encontrar C, ;, > 0 de modo que

en - (L+n)"
my, - 1!

|<un€inA(t)7w>} < CE,h ’ HwH///,h ’ Su§ ( ) , VN €L, Yy € S/f,h(TN)'
nelNg

Fixemos &, h > 0, ¢ € € 41(T") e denotemos, para § > 0 que serd escolhido posteriormente,

(A> - pENo (1 + |77|

Pela Proposicao 3.18,

@=2(5) ot (i)

<> ( ) Cs gy 18I el R gy (] = 18))!

B<a

<Cs- ||90||//h : (2h1)‘a| " Mal - ol

(e - |or =P () )]

com h; = max {hg, h}. Ou seja, se hy = 2h,

. mp'p! a (inA(t) < . L he. ol
pGI\{) (—5p i +|77|)p) oy (e o(t))] < Cs el g n - hS - ma - al. (3.25)

Em contrapartida, decorre do Teorema 2.2 que para cada p > 0, existe C,, > 0 tal que

’<u7 f>| < Cp sup (W) . Vfe g//{(TNJrl)_

ceTN+1 \ My - 7!
WEN{)\H'l
Logo,
% 1 i —ix
[(une™ 0, (8] = - [(, €™ p(t) - €77
<% sup 07" (e Onp(t)) | - 072 (e™m) | - phyilthel
T 2T gayeTv My 4!~ (7] =+ [72])!
(71,72)ENY T
<% sup 07" (e Op(t)) | - (1 + [n|)2l - phrrthel (326)
T 2T (merN+ My |yl (1] =+ 12])!
(r172)eNG !

€
Pelo L 2.25,se 6 = —,
elo Lema se 7

1 1 2 1 2 : m p' 1 1
‘atv (e A(t)n(p@))‘ (1+ |77|)Iw L phalthel < ipf <5pp—)) ) (e A(t)n(p(t))‘

peNy ~(1+|n|)r

my, - p!

; I 2N S I [v2]
<t (i) 0
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X Sup <M) Cpmlthel - (3.27)

n€eNp my - n'

Associando (3.25) a (3.27), inferimos que

|07 (¢4@1p()| - (1 + pl)he! - prkhel <l - B g - !

v My - 72! - Hh!
g|72‘

n. (1 n
% sup (M) . e,

neNy my - TL'

Como podemos supor, sem perda de generalidade, que ¢ < H,

A el b Hop)
‘atyl (¢ "w(t))l (LA In)7 - pm R < Cp - el ( c )

R

)iy (1] s ])! stup (

neNy my - n'
Ja que a expressdo do lado direito é independente de (¢, x), escolhendo p = W c A
5 -
deduzimos de (3.26) que
- ¢ e" - (1+ [n)"
inA(t P
| (une™™ (1)) < o Cepm - Iellan sup <W -
: Cy )
Observe ademais que p depende somente de € e h. Escolhendo C. j, = o C./m, estd provada
T

a primeira parte do resultado.
Em seguida, verifiquemos que se ¢ € & ,(TN*1), T'(1)) também serd elemento do

espaco. Com efeito, pelo Teorema 2.20, é possivel encontrar C'r, hg, hg > 0 tais que

.pl
B < . plel, 180 inf (P T N o)
10 (t,n)| < Cr-hg -myg - |6 nf (hg ) VieT, Ve Ny. (3.28)

Assim,

af_ﬁ (eiA(t)n)

o (D(tm) - e40m)

o/t 77)‘ :

o 8] : my - p! a—B( iA(t)
< ! L L A n
<3 () cummaion g (rgtics ) o~

t

(3.29)

Novamente fazemos uso do Lema 2.25:

my, - p! H? - m, - p! 2
inf (—p P ) < inf (—p P ) .
pENy h‘S . (1 —+ ‘ﬁ’)p pENy hS . (1 + |77Dp
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Consequentemente,

. m 'Zﬂ a—pB iA(t
fl—2 2 )5 ®)n
o2, (h’; ) e

< inf|——F——
= plé“No(h’;-uﬂm)p

H? - - )
X {inf <—p My P ) oy
peNo \ hig - (1 + |n])P

XChs/n - hhS/H “Mya—1p) - (o] —16])!; (3.30)

A
}%»—l
B
ZFs
VRS
>

Co’ﬁm
s
= -
+§
%@_
=

~__

pela Proposi¢ao 3.18. Desta maneira, associando (3.29) a (3.30), concluimos que

op (Dt,m) - €207

< int (i) Came WG o ol = 131

pENo 1 %‘|n|
HP -m. - p)
< Cy- B mg -l inf (#) (3.31)
peo \ hig - (1 + [n])?

se C1 = Cr- Cpyjng € hy = 2-max {hyng, hg }. Deste modo, T'(¥)) € € 4(TY), pelo Teorema
2.21.

Resta-nos provar que 7' é automorfismo. Para tal, seja 7" : 9. ,(TV ') — 2 ,(TNH)
dada por

T/ (Z uneixn> _ Z unei(—A(t)—i-x)n.

neEL neZ

Note que valem para 7" as mesmas propriedades demonstradas para 7". Além disso,

ToT (Z uneim) =T (Z unei(_A(t)”)")

neZ nez
— Z Uy, =AW +A®)+2)n
nez
— ixn
Y
neZ
Analogamente, mostra-se que 7" o T" é a aplicagao identidade. U

Teorema 3.20. O sistema de campos reais descrito em (3.15) é globalmente ./ -hipoelitico se,

e somente se, o sistema definido em (3.17) também o for.

Demonstracdo. Considerando A como em (3.19), definimos

Pj:=ToLjoT*
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com T e T~! sendo as aplica¢des do Teorema 3.19. Vejamos que a . -hipoeliticidade global
do sistema P; € equivalente a de ;.
Com efeito, suponha que tal propriedade vale para o sistema dado por L;, que u per-

tencea 7',(TN* ) e
Pju = fj, fj c 51///(TN+1), (j = 1,2, . ,n).

Pelo fato de 7" ser automorfismo em 2, ,(TV 1), existe v neste espaco de modo que Tv = w.

Por conseguinte,

fi=Pu=(PjoT)v=(ToL;v.

Desta equagdo, concluimos que L;uv = T~ 'f;, para cada j € {1,2,...,N}. Pelo
Teorema 3.19, T~ f; pertence a £ ,(T") para todo j. Segue da hipétese de . -hipoeliticidade
global do sistema que v € & ,(TN*1), e assim o mesmo vale para u. A prova da reciproca é
completamente andloga.

Afirmamos, por fim, que P; = Zj, para todo j. De fato,

Pju = PJ <Z uneimn> —To Lj <Z unei(—A(t)—&-r)n) _T

neZ neZ

ZLj (unei(—A(t)—O—m)n)]

neZ

=1 X (G - 0wy + o)) e“A“W)"]

Ln€EZ
duy 5 i(—A(t)+a)n
=T Z W—l—ajo-(m)-un e
LnEZ J
= zju,

encerrando a prova. O
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Capitulo 4

Uma Classe de Sistemas de Campos

Complexos

Este capitulo serd destinado ao estudo da . -hipoeliticidade global para um determi-
nado sistema de campos vetoriais complexos. Existem na literatura varios trabalhos que lidam
com o mesmo tipo de problema, nos contextos suave, Gevrey e analitico (veja, por exemplo,
[6], [10], [11], [29] e [37]). Em particular, nossas principais técnicas sdo inspiradas em [11] e
[29].

Mais uma vez ambientados no toro TN*t! = T{V x T,, paraalgum N € N, estudaremos
2= (Ly,...,Ly,),noqual

0 0
Ly =5 +elty) 5

As =1,2,....N 4.1
j 8t] + R (] ) 4y ) )7 ( )

satisfazendo as seguintes condi¢des paracada j € {1,2,... N}:
. )‘j = )\jl + i/\jg, )\jla )\jg € R.
* ¢;(t;) = a;(t;) +ib;(t;), sendo a;, b; fungdes a valores reais e elementos de £ ,(T).

Para iniciar, remetemos mais uma vez ao Teorema 3.4. Considere uma familia de

campos com coeficientes constantes da forma

) ) .
Li=g, Thg th GERNEC j=123. .k

Pelo Teorema 3.4, o sistema acima serd globalmente . -hipoelitico se, e somente se, para todo

e > 0, existir R. > 0 de maneira que

In; + a;€ —iX\;| > inf my, - 1!
max |n; + a;& — i\; in ,
1250, T4 7T neNo \ e - (14 |n] + [€])"
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para todos (1, &) € Z*1: |n| + |€] > R.. Desta condigio, extraimos a préxima

Definicdo 4.1. Diremos que (a,\) € R* x CF satisfaz a propriedade (%) se para todo ¢ > 0,

for possivel encontrar R. > 0 de modo que

My, - 1
, €| > inf i , 4.2
o oy ~0 2 88 (e P ) “2
para todos (n, &) € ZFL: |n| + €] > R..

Estamos prontos para enunciar o principal resultado do capitulo.

Teorema 4.2. Seja £\ o sistema (Ly,, Ly,,...,Ly,) descrito em (4.1). Entdo £\ é M -

globalmente hipoelitico se, e somente se, ao menos uma das condicdes abaixo é satisfeita:
1. Existe j € {1,2,..., N} de modo que b; # 0 e ndo muda de sinal.

2. Se o conjunto J = {j € {1,2,...,N};b;j(t;) =0} = {j1,J2,...,Jk} € ndo vazio, o
vetor (@j,,, Qjyys - - - s Qjygs Njvs Njas - - - » \j, ) Satisfaz a propriedade (x), estabelecida em

(4.2).

Demonstragdo. Decorre imediatamente dos Teoremas 4.3, 4.6 e 4.13, que serdo provados mais

adiante. O]

Iniciemos a prova do Teorema 4.2 vendo que o mesmo processo utilizado na Secdo 3.3

nos permitird lidar com o sistema um pouco mais simples Z = (Z Ao L A N) , com
~ 0 . 0 .
L)\j :a—tj—l-(ajo—i-lbj(tj))'%—f—)\j, (j:1,2,,N) (43)
N
Primeiramente, observe que a 1-forma a = Z a;(t;)dt; é trivialmente fechada. Pro-
j=1

cedendo como em (3.18), definimos v; : T — R; v;(t;) = a;(t;) —a;,, e neste caso a aplicagdo

A definida em (3.19) tem uma expressdo simples, dada por

N t;
ATV SRy Alt) =) [/ aj(s)ds — aj, .tj} . (4.4)
: 0

j=1
Com o mesmo argumento aplicado previamente, segue que valem para A definida em (4.4) a
Proposicdo 3.18 e o Teorema 3.19. Isto ndo s6 nos mostra que o caso no qual b; = 0 para todo
j foi caracterizado na Sec¢do 3.3, como também nos permite provar o seguinte resultado mais

geral:
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Teorema 4.3. O sistema de campos complexos descrito em (4.1) é globalmente . -hipoelitico
se, e somente se, o sistema definido em (4.3) também o for.
Demonstragcdo. Considerando A como em (4.4), definimos

Pj:=TolLjoT™*

com T e T~! sendo as aplicacdes do Teorema 3.19. Analogamente ao caso anterior, a ./ -
hipoeliticidade global do sistema FP; serd equivalente a de L;. Resta-nos ver que P; = Zj, para
todo j. Com efeito,

PjUIB‘(Zun ) Tol, <Zuew +x>_

neZ neZ

ZL u77 A+ “7)

nezZ J

ou . . i(— T
=T Z (8_1577 + (ajo — a;(t;))(1n) - wy + cj(t;)(in) - wy + Aj - un) el=AMFom
j

Ln€EZ A

ou N x
=T Z (atn + ((1]0 + ib; ( ))(Z?]) Uy, + /\j . un) 61( A+ )77]

LnEZ J
aun wn T
= (G (i i) im) g + Ay ) € = Ly,
neL J
encerrando a prova. 0

Observacao 4.4. Provado o Teorema 4.3, nosso estudo daqui em diante serd feito inteiramente

com base no sistema %),

4.1 Condicoes Suficientes

Nesta secdo, provaremos condi¢des que sdo individualmente suficientes para a .Z -
hipoeliticidade global do sistema apresentado em (4.3). Antes de prosseguir para o principal

resultado desta secdo, precisamos definir para o € N o seguinte conjunto:
A(a) = {(k1, k2, ... ko) ENG; k1 +2-ko+...+a-ky=a}. 4.5)
Utilizaremos o seguinte

Lema 4.5. (Lema 1.4.1 de [41]) Dados n € Ny e R > 0, temos

!
RF=R-(1+ R)"!
Zkll-kQ!-...-kn! (1+R)
A(n)

comk ="k +ky+ ...+ k, e An) como em (4.5).
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Feito o breve comentério, estamos prontos para enunciar e demonstrar o seguinte

Teorema 4.6. Considere o seguinte sistema de campos em TN 1L:

0

0 .
Ly = 5+ (ag +ib(t)) - 5

A =1,2,...,N
j at] + 7 (] ) < ) )7
descrito em (4.3). Qualquer uma das seguintes condi¢des implica em sua A -hipoeliticidade

global:
1. Existe j € {1,2,..., N} de modo que b; # 0 e ndo muda de sinal.

2. Supondo que o conjunto J := {j € {1,2,...,N};b;(t;) =0} = {j1,J2,...,Jr} € ndo
vazio, o vetor (aj,, Gy, . - ., Gj,, Ny, Nj, - - -, Aj,, ) Satisfaz a propriedade (%), estabelecida

em (4.2).

Demonstragao. (1 implica na # -hipoeliticidade global de (4.3)). Sem perda de generalidade,
podemos assumir b; < 0 e por conseguinte b1q < 0. Se L;u = f; paracada j € {1,2,..., N},
com f; € E4(TV ) euw e 2/, (TN ), escrevendo em termos da Série Parcial de Fourier em

x as igualdades, obtemos

0 R ~
(51 + iete) + ) ) = Fie. ), “6)
para quaisquer t € TV, 56263—12 .., N.

N
Definindo C'(t Z C;(t Z [

= j:1
grante que (4.6) é equlvalente a

t .
/ —¢j, - t;|, segue por fator inte-

(a% +itcj, + AJ-) KOOt €) = f;(t,€)e W, vt e TV, Ve € Z, (j=1,2,...,N).
4.7)
Considere o caso em que j = 1; se i{cy, + A\ ¢ iZ, é possivel provar (veja o Lema 5.5
de [5]) que (4.7) possui uma Unica solu¢do, cuja expressio apresentaremos a seguir. Visto que

A1
a parte real de t£c1g + Ay éigual a \;; — £ - by, supondo ¢ diferente de — L obtemos:

bio
7 1 o —(i&c T 7 i —r)—
U<t, 5) B 1 — e—2m(ic10+A1) /0 ¢ T fl <t1 —T,ta, ..., N, 6) € G t=m) Cl(tl))dT
2
= 1 e—(i5010+>\1)7f (t e t 5) 15<ft1 s)ds—+cig- T)dT
1— e—27r(i§clo+)\1) 0 1\l1 ,l9,...,TN,
L TN i) | T
— —AlT |, 1(1,7) _
1 — e—2m(iciotAr) /0 ¢ € fl (tl T,l2, ..., N, f)dT
1

2
— AT i€Ha(t1,7T) |
N 6277(15010+)\1) —1 /0 < e fl(tl +7, t27 te 7tNa€)d7-v
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tomando

t1 t1
H(ty, 1) = / c1(s)ds = ayoT + 1 - / by(s)ds,
¢

1—T t1—7

t1+7 t1+7
Hy(ty, 1) = / c1(s)ds = ayor +1i - / bi(s)ds
t1

t1

Para £ > 0, escreveremos

N 1 o —A1T —z T
u(t,{) = 1 — e—2n(i€ciotAr) /0 € Mt SHL(tT) f (tl —T,lo,... ,tN,f)dT. (48)

Em contrapartida, para £ < 0 definiremos

' 1 o T % T n
u(t,&) = g /0 eMT L ST U (T by, Lty €)dT 4.9)

1 1
1 — o—2niciotrn) © gamiéciotrn) — ]

Tal escolha € feita para que as constantes sejam limitadas
quando fazemos |£| — +oo.

A partir de agora iremos supor £ > 0, considerando a solucdo como em (4.8); o caso
(4.9) possui prova andloga. Antes de demonstrar o resultado principal, é necessario obter uma

estimativa sobre as derivadas de e *¢/11(21:7) - Aplicamos Faa di Bruno:

A1 1 kj
‘8?16—ifH1(t1,T)| _ Z 71' . (_Z'g)kl—‘,—...-i-k”n A 6—’i§H1(t1,T) 3 H <8g1H1(t1; T))
! k- k! '
INCHY o

j=1 J

k.
0l Hy(ty, ’
< X g e \H<M> |

Jj=1 ‘7!

Como by(t;) < 0e & > 0,

(t”)| < 1. Por outro lado, como 7 € [0, 27],

Hi(t1,7) € € 4(T;), com estimativa uniforme em 7. Assim, existem C7, h; > 1 tais que

Hi(t 7! k k al Ol'h{'mj'j! K
remen| < 3 mwsw ek (O
!

]
A(m1) =1 J:

A1
ki+4...+k k;
3 et T

j=1
Do Lema 3.17, segue que

[Cy - (L4 | Rt -;. (4.10)

|8’Yl —i€H1(t1,7) <h"11 My, - E
k! - k% My 4. ks

A1)

Sigamos para a estimativa de u(t, £) e suas derivadas:

2T
|8f‘ﬂ(t,§)| - C / 6—)\17 toil [6—Z§H1(t1,7) < 2?422 o 0fNNf1(t1 —T,t9,... ,tN7§)>} dr.
0
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27
SOO/
0

<o % ()

B1<a

27
X/
0

Através do Teorema 2.20 e de (4.10), existem Cs, hs, hg > 1 tais que
2
orat, €)| < Oo/ > ( )h‘“ ey,
0 Bi<m

| TP g

o [e [ —i€H (11,7) (a@ N Fu(ty — ot ,tN,§)>] ] dr.

op 7 (e*iffh“w))] 0Pz . 0NN ity — Tty .. ,tN,é)‘ dr.

1

Aa1—p1) 1! . kaliﬁl! mk1+"‘+ka1*61
|
x Cphrteettany, o +ay+ ... +ay)! inf SLLL A I
2/tg B1+as+...+ N(/Bl 2 N) peNo hp(1+ ‘€|>
hs .
Escolhendo hy = il e aplicando o Lema 2.25, temos
f my, - p! < inf my - p! 2
inf [ ————— inf [ —————] .
peNo \ g - (1L +[£])P ) 7 pelo \ ha - (1 + [€])P
Prossigamos com a estimativa:
2
‘aa/\tg < C’0/ Z ( )hal_ﬂl May—p
B1<aa
|
in (m_p>
o I B N AR R
Aa1—p1) kl a1 ﬁl My +.. tkay—py

. pl
XC’ h,31+a2+_,,+aN o a e ' ] f M d
o Marrort.ctan (B + aat o+ o) Inf | Gy ey ) 7

27
<ol ¥ ( )hm e
0 B1<ai 51
X Ci(1+ kit tkai—p ( —
A«;ﬁl Tl oy ! o1+ g (a1 4 [E]F s
X Cohrestton, oo van(Bi s+ . OZN)!plglgo (W) i
<

2
af X (@)hm e,
0 Bi<a

C]{ )' O k1+...+k‘a1,/@1
<[ > o, L <—1> (ki 4+ Eayg)!

A(ar—p1) Ko 4
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o a i - '
S CphfiFoeton o tvan (BL+ 2 + ...+ ay)! inf (%) I

ot \ (1 + €]
= CO/ Z ( )hal i moél—,31'(a1_/61)!

B1<an
< (k14 A ko) (ﬁ) Fitetheg -,
r. !
s R sl

|
< O, pPiteettan a a inf (e 2 dr
2/ Mgy +as+.+ay (b1 + a2 + +ow) plénNo hy(1+[€])P "

Utilizamos o Lema 4.5:

Z (k’l 4+ ...+ koq—ﬁl)! (Cl)k1+...+ka151 _ <1 . Cl)alﬂl
A(a1—p1) L hy N hy '

Definindo hs = max {h1 . <1 gl) hg}, retomamos:
4

|8t°“ﬁ(t, §)| S 271'0002 Z (61) ha1+a2+ Fan “May—B1 * MBy+aot..+an

B1<an

my, - p!
X(a1 —51)' (51“‘0&2"‘ +Cl’N) ‘plenl\?o (m) . (411)

Assim, se hg = 2hs e C3 = 27Cy(Co,

o~ la] my, - p! N A1
< I
1007 (t, &) < Cs - hy' MYy - ! 1nf (hp s |§Dp) , Yae Ny, V&eN\ { o }

A
Resta-nos provar que uma desigualdade como a de acima vale quando £ € {O, b—n }
10

. . o, A : L
Verificando que u(¢,0) e u (t, —11> pertencem a & ,(T"), teremos obtido a estimativa dese-

b
0
jada, a menos de possivel troca das constantes C5 e hg.

N N A
Observe agora o seguinte: por (4.7), u(t,0) e u (t, b—u

) s@o solucdes respectivamente
10

dos seguintes sistemas:

o ~
(at +A> u(t,0) = f;(t,0), vt € TV,

0 A1 M1 A ~ A PESTY
(2 o) 0o 22) (o 2) 7, e
ot bio bio bio
comj =1,2,..., N. Por conseguinte, basta mostrarmos que sistemas da forma
0
=1,2,...,N
((% +u3>, (j=12,...,N),

sdo globalmente . -hipoeliticos em T . Recordando a Defini¢do 3.3, temos

|P(£17£27"‘ )l = max |£J MJ‘

1<j<N
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Dado € > 0, seja M = 1@1}}(\{{|pﬂ} e fixemos ¢ € Z" tal que [£] > N - (M + 1).
)
Segue do Principio da Casa dos Pombos a existéncia de 1 < j, < N tal que || > M + 1.
Logo,
My, - !

P& > &, — o] > 1€ = Iptjo| > 1> inf | —————

PO 2 165 = el 2 Il — el > 12 it (7o)
Pelo Teorema 3.4, sistema é globalmente . -hipoelitico, encerrando a prova da suficiéncia de

1. U

Demonstragdo. (2 implica na ./ -hipoeliticidade global de (4.3)). A menos de uma reordena-

¢do de indices, podemos considerar J = {1,2,...,k}. Consequentemente, o sistema é dado
por
0 0
Ly, = — N
T + aig 97 + A
0 0
Ly, = — AT
Ak 6tk + Qo 81’ + Ak
9, , 0
Ly, = + (A@es1)g + g1 (Ers1)) - 5= + At

atk+1 ox

0 , 0
L,\N = % + (CLNO + ZbN(tN)) . % + >\N-

Denotaremos t' = (t1,ta,...,t), t"" = (tgr1, ..., tn) et = (', t").
Suponha Lju = f; paraj = 1,2,...,N, com f; € E4(T ") eu € Z,,(TVN).

Reescreveremos esta igualdade em termos da Série Parcial de Fourier em (¢, z). Para cada j,

u= Y€ -0

(n,)EZk xZ
fi= Y ft'ng- 0ot
(n,£)eZk x7
Assim,
i (nj + ajof —iX;) A0, €) = fi(t",m.€), ¥(n, ) € Z"F, (4.12)

paratodot” € TN"*ej=1,2,... k.

Pelo Teorema 2.20, existem constantes C', hy, €, tais que, para qualquer t” € TVN=F,

R . ml
o f ", ‘<C-h“’"- o * laf! inf e ’
o fi @ m )] < Cu- Iy -l inf | g ey
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para quaisquer a € NJ' 7% (n,€) € ZF*' e j = 1,2,...k. Aplicamos agora a hipétese, utili-
zando (4.2) para ¢ = %, com H proveniente de (2.11). Logo, encontramos i > (0 de modo

que

max }nj +a; & — i)\j‘ > inf ( ! ) )
1<j<k 0 ~neNo \ (e1/H)"(1+ ] + |n])"

para todos (1, §) € Z**; [¢| +[n| > R.
Fixemos (£,7) € ZN ! tal que |€| + || > R; entdo u(t”,n, &) € € 4(TV ") e

Cplal dall i my_ 1)
Ci - hy ”%W¢£ﬁ(§-u+m%ﬂﬂw

max }77] + aj0£ — Z)\]’

|05t m, §)| <

1<j<k
< il my|al! inf "y sup (G (L4 1] + )
peNo \ €7 (1 + [n] + |E)])P ) neng Man!
. pl
< Oy hlet. ol - la]! - inf my - p:
= 17 m| ‘ |a’ plenNO ((El/H)p ] (1 + |77’ + |£)|)p I

aplicando o Lema 2.25.
Pela ultima desigualdade e pelo Teorema 2.21, s6 precisamos nos preocupar com
|a(t”,n,&)| para os casos em que || + |n| < R, ou seja, um nimero finito de pares. Nesta

situacdo, analisamos somente as dltimas N — k parcelas do sistema:

ou(t”,n, , . ~
% + [Z ’ C€<tf) ’ 5 + )\E] U(t//, n, 5) = fﬁ(t//a 7, 6)7 (413)
paratodot’ € TN"*el =k +1,...,N.
N te
Analogamente ao que foi feito em (4.7), se D(t") := Z [/ co(8)ds — cog - te|, 0
p=k+1 0

sistema acima € equivalente a

8 . i APN -~ i "
(8_756 + 25050 + >\E> € eb )u(tuv 7, 5) = f@(tna n, 5)6 ¢t )7

comt” € TN"% ¢ =k +1,..., N, e cuja .#-hipoeliticidade global é verificada da mesma
forma que fizemos na prova de 1. Por conseguinte, com uma possivel troca da constantes C e

hi, deduzimos que

. pl
ao/c//\ t” < C . h|a‘ . al * ' -] f mp p
(", ) < Cy- B - myay - Jal p1£N0(5§~(1+\n|+!£)DP ’

para quaisquer (1,&) € Z*, " € TN-* o € NY™". Decorre do Teorema 2.21 que u €
E 4 (TNFL), O
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4.2 Condicoes Necessarias

Na secao anterior, encontramos duas condi¢des que sdo individualmente suficientes
(mas também podem ocorrer simultaneamente) para a . -hipoeliticidade global do sistema
(4.3). Nosso objetivo nesta sec@o € provar a necessidade de pelo menos uma delas. Isto &,
mostrar que se ambas foram negadas, o sistema (4.3) ndo é globalmente .# -hipoelitico.

Para tal, serd necessario separar as classes de func¢des ultradiferencidveis em quasia-
naliticas e ndo quasianaliticas, seguindo a Observagdo 1.11. Serdo aplicadas técnicas conside-
ravelmente diferentes; para as ndo-quasianaliticas serd fundamental a existéncia de fun¢des de
corte, enquanto que para as quasianaliticas iremos nos amparar no fato de que seus elementos
possuem os zeros isolados, encontrando uma solu¢do singular nos moldes das construidas em
[8], [9] e [14]. Antes disto, iniciamos com resultados independentes da quasianaliticidade das

classes.
Lema 4.7. Considere ay, as, \1, Ao niimeros reais e a = ay + ias, A = A\ + i\o. Seja
Sax ={& € Z;ia+ )\ €il}.
Valem as seguintes afirmacoes:
1. Se (a,\) ¢ Q xiQ, S, \ possui no mdximo um tinico elemento.

2. Supondo (a,\) € Q x iQ, a; = b e Ny = f, comp,q € 7, q,s € Nemdc(p,q) =
q s

mdc(r, s) = 1, teremos S, infinito se, e somente se q € sN.

Demonstragdo. Observe que ia + A = i€(ay + ias) + A; +ida = (A — a2f) + i (a1€ + o).

Desta forma, £ serd elemento de S se, e somente se,

At —a§ = 0;

a1§ + Xy EZ.
L . . < ] ) A1
Da primeira igualdade, concluimos que se a; # 0, a unica solugdo possivel serd £ = —.
a2

Quando ay = 0, se A\; # 0 temos S, ) vazio. Logo, s6 é possivel que a primeira equagdo tenha
infinitas solucgdes se ay = A; = 0.

Suponha agora 1, & elementos distintos de Z tais que (a1&1 + A2), (4182 + o) perten-
cam a Z. Por conseguinte,

a1~(£1—£2)€Z :>CL1€Q.
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Mais ainda, se a; € Q, € necessario que Ay € (Q para que a,&; + Ao € Z. Portanto, a fim de que
Sa.x seja infinito, é necessdrio que (a, \) € Q x iQ, finalizando a prova de 1..
Provemos 2.: tomando a; = Pe Ay = g, com mdc(p, q) = mdc(r,s) = 1, queremos

encontrar { € Z tal que !

L. £+ Tew

q S
Multiplicando em ambos os lados por g, inferimos que ¢ - = € Z. Como mdc(r, s) = 1, segue
que ¢ € sN. Logo, 2. é condi¢do necessdria. Verifiquemos que a mesma € suficiente. Se
g=a-s,coma €N,

p-{+r-a
q

]_7.£+er<:> €l & p-{+r-a=0 mod q.
q S

Como mdc(p, q) = 1, existe k € Z de modo que pk =1 mod ¢. Assim,
Ef—i—CeZ &S E=—k-r-a modq.
q s
Logo, se ¢ = - s, segue que S, » = —k - - a + gZ e portanto S, € infinito. ]

Proposicao 4.8. Considere o sistema de equacoes dado por

~ 0 0 . :
L)\j:a—tj—l—aj%—i—)\j, ]:1,2,...,]{3 mTkH,

coma; € Re \; € C. Suponha que (a,\) ndo satisfaz a propriedade (x), estabelecida na

Definicdo 4.1. Entdo existe uma solugdo singular

I R

peN

satisfazendo as seguintes condigoes:
* {&hen CNou{&p}t oy € Zao e[| — 00;
» u(t,&,) € E4(T), para todo p € N;
o u(t,&)| =1, vteT, VpeN;

my, - n!
. .o n o < . plal . . |
Ve > 0, 3C,h > 0; nléleg (571 i |§p|)”> 0°u(t, &) < C - hY - myy - |af!, para

todos o € Nk t € T*.

Demonstragdo. Pela hipétese, existe € > 0 e uma sequéncia (1,,&,) € Z* x Z de maneira que

|77p| + |§p| — tooe

m., - 1!
max 4+ a& —iN;| < Inf i ,Vp € N.
1A |y, + a6, — ;| < inf (en-<1+|np|+|sp|>n> P
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Mostremos que {ép}peN ndo € limitada. De fato, suponha a existéncia de M > 0 limitante
superior da sequéncia; paracada j = 1,2, ..., k, terfamos

7y, + @& — i | <1 = [y, | < 1+ Jag] - €], + [A\j] < 1+ |ag] - M+ [N, (4.14)

e portanto |n,| < L, para algum L > 0, contradizendo o fato de que |r,| + [£,| — +oo.

Portanto, podemos assumir que |£,| ¢

|€,| — oo. Visto que &, € Z,
existem infinitos elementos da sequéncia em N ou em Z_,. J4 que o outro caso é andlogo,
assumiremos que &, € N para todo p € N.

Definimos
u= Zemp e (t,x) € T x T.
peEN

Note que |u(t,&,)| = || = 1, paratodos p € N, t € TF e logo u € Z/,(TF 1) \ € ,(TkH).

Em contrapartida,

L)\ju(npu &p) [u(mp, &)l

= ‘Z)\]’ (np7 ép)
== ‘Upj —+ a]fp — Z)\J‘

< if ( My - 1! >
in ,
neNo \ " - (1 + [n| + [&])"

o que nos permite deduzir (Coroldrio 2.14) que ZA.u € Ey(TFY), paraj =1,2,... k.

Por fim, fixemos ¢ > 0; como 9“u(t,&,) = (in,)* - €', decorre da conta feita em

(4.14) que

7| = Z|’fzpj| <k + max o] - 6] + max [A;] < (k + af + |A]) - (1 +[&]),
7=1

denotando |a| = max laj| e [\| = max |);|. Logo, se hy = (k + |a| + |A]),
<j<

1<<k
. n!
A Y A B

nelo \ & - (1416 (6" L4 [€,[)"
mn TL . |a‘ . ‘a|
< b <5n aTaT ) - (14 16])

laf
( ) MYy - ol
h=

Para encerrar a prova, basta tomar entdio C' = 1 e [l

Provaremos agora duas proposi¢cdes com enunciados praticamente idénticos, com a
diferenca de que o primeiro serd para classes ndo quase analiticas, enquanto que o segundo sera

para classes quase analiticas.
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Proposicao 4.9. Sejam ./ uma sequéncia ndo quase analitica e Lyo campo em T? dado por

~ 0 0
L)\_a—f—C( )%'f‘)\

para A € Cdado por A\ +i)s, com A\, A2 € R, e c(t) = ap+1ib(t), no qual b(t) é uma fungdo a
valores reais, pertence a € 4(T) e muda de sinal. Denotemos S, » = {£ € Z; ico + \ € iZ}

como no Lema 4.7; existe entdo u € 9. ,(T?) que satisfaz as seguintes condicdes:
I Lwe&y(T)eue P ,(T)\ Eq(T).

2. u = Z L(t,€)e™ + Z 2 (1, €)e™®, no qual v,(t,§), Uy(t,€) € £ 4(T) para

£ENNS,y A £EN\S¢y 2

J/ . /

v1 v2
todo & € 7. Além disso, é possivel encontrar ty,t* € T e Cy > 0 de maneira que

|0 (t", &) =1, V&€ € NN S

R C
|6 (to, )| > —

NG VE € N\ Seon

3. Dado ¢ > 0, existem C, h > 0 tais que

My, - 1!
32 (7 i) e 1 0Tl

para quaisquer o € Ny, t € T, € € Z.

Demonstragdo. A prova do resultado serd dividida em dois casos.

1 2m
Caso 1: by = 2—/ b(s)ds < 0. Seja H a seguinte fungio:
m™Jo
t
H :[0,27] x [0,27] — C; H(t,r) = a0~r—|—i~/ b(s)ds,
t—r

t to
e denotemos By = max Im H = max / b(s)ds = / b(s)ds. Observe que
t

t,re(0,27) t,rel0,2m] J;_ 0—T0

* By > 0, jaque b muda de sinal..

to
* ro € (0,2m), pois/ b(s)ds=0< Bye

to—0

to 27
/ b(s)ds = / b(s)ds = 2m - by < 0 < By.
¢ 0

0—2m

* b(to — ro) = 0. Para verificar isto, suponhamos b(t, — r¢) > 0; neste caso, existird § > 0
tal que
[7“0—(5,’/“04—5] C (0,27‘(), b> 0O em (to —To —5,t0+T0+5),
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€ consequentemente

to to—ro to to
/ b(s)ds = / b(s)ds +/ b(s)ds > / b(s)ds = By,
to—ro—9 to—ro—9 to—ro to—ro

0 que comprova por absurdo que b(to — ry) < 0. Prova-se analogamente que b(tq — ry) >

0.
* A menos de uma translacdo, podemos assumir b(0) # 0 e ¢y € (0, 27).
* Temos (to —19) € (—2m,0) U (0, 27), visto que b(typ — o) = 0 e consideramos b(0) # 0.

Prosseguimos para a prova, assumindo que to — 1o € (0, 27) (o outro caso é andlogo).

Tomemos § > 0 de modo que
](5 = [to — Ty — 5,t0 —To‘l—(ﬂ C (07271')

Como . € ndo quase analitica, podemos tomar ¢ € £ ,(T) tal que gp‘ Iss = 1, supp p C Ise

0 <@ < 1. Paracada¢ € N\ S, ), definimos f(¢,&) como a extensdo 27-periddica de

(1 — e’2ﬂ(i£co+’\)) . e~ Bot . g=(i8aotA)(t—to) o(t), teT. (4.15)

—2m(

Visto que by < 0e & > 0, a expressdo 1 — e~27(%0+A) ¢ Jimitada por uma constante para toda

¢ € N\ S, . Escrevemos

fto)= 3 flte)- e,

geN\Sco)\

o~

Decorre da defini¢do que cada f(¢,¢) é elemento de £ ,(T). Mostremos agora que

f € g///(TQ)

Op f(1,€) = (1 — 720t e=Botlicantto [Z (g) [—(i€ag + X))Pem (ot Nigp=s w(t)]
BLa

€ portanto

T < Creehio e 1N (g) [i€ag + A" Cy - h3 ™" g+ (0 — B)!]
LA<a

<[Cy- My e P0E YT (g) [(Jaol + [A) €17 - B3 ™ - mg s - (a — B)!] ,

BLa

utilizando os fatos de que ¢ € € 4(T) e e - (1 + e72™1) < (), para algum C; > 0.
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Dados n € Ny e z > 0, temos

efr>-— = ef<er—— =z e <e ——

1 n n ! - n!
(052) > (1+2) Lo 1 (1+4x2) < n - < Mp - T |
n! e n! (1+z)" (1+z)"

permitindo-nos inferir que

.l . B
S(Bo/E < o ing My - 0! <. inf my, - n! ~mind Bo L
¢ =€ nlélNo([l—i-(Bo/Q)g]” =\ o) T

Da desigualdade acima e recordando que &7 - e=(Bo/2)¢ < BY . 4!, para algum h3 > 0, obtemos

08 F10.9)] < Co | S (4 [l + P €2 B - 5)!]

BLa

< G- | S () [l + AP 5115 - o~ 6)!]

L B<la
<Cy- ° [(Iao|+|AI)]B-hZ‘~ma-a!]
> ()
< Cy-hy-mg-a! ° [(lao] + |)‘|)]5] '
()

se C3 = [C - eMbotL. (4], Cy = e - C3 e hy = max {hy, h3}. Deste modo, tomando C5 = Cy e

hs = 2hy - max {1, |ag| + |\|}, deduzimos que

R my, - n!
a <OC--he m.-al- i -t
0; f(uf)\_(la h5 - ma - al- it <7n-(1+£>”)’

verificando que f € & 4(T?), pelo Teorema 2.21.
O préximo passo € encontrar v € Z.,(T?) de forma que z)\<7}2) = f. Quando £ <0

oué € NN S, .\, tomamos 05(t, &) = 0. Caso contrdrio, i{cy + A ¢ iZ, e decorre de (4.8) que

~

o 1 o — AT —1 T
Ug(t,f) = [ = o 2n(iEco A e AT e EH(t,T) | f(t -, f)dT,

t t

c(s)ds = apr + i - / b(s)ds.

t—1

no qual H(t,7) = /

t—7

~

Por f(t — 7,§) e H serem 2m-periddicas em ¢, 0 mesmo ocorre para Us(t,£). Além

disso, para t € T, decorre de (4.15) que
2T t
B30,6) = 2070t [Cop e ([ bpa = By) | ot =y
0 t—r

t
Entdo 05(t,&) € € 4(T) paracada { € N\ S, e, como / b(s)ds — By < 0, inferimos que
t—7
|02(t,€)| < C, para algum C' > 0. Logo

vpi= Y Byt €) e

geN\Sco)\
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pertence a 2 ,(T?) e Lyvs = f, por construgo.
Estudemos o comportamento de 03(to, ) para { € N\ S, 1. Note primeiramente que,

pela propriedade do suporte de ¢ e fazendo a substituicdo de varidvel § = 7 — r(, obtemos que

6/2 to
(o, €) 2/ exp {g. (/ b(s)ds — BO>] o, .16)
—0/2 to—ro—0

Definimos a funcao
to
p:10,21] = R; p(0) = / b(s)ds — By,
to—0
e reescrevemos (4.16) como

5/2

@(to’f) > / ePO+r0)€ 1p
—5)2

Observe que p(rg) = 0e p'(rg) = b(to — ro) = 0. Apliquemos entdo a Férmula de
Taylor com resto de Lagrange, de ordem 2, centrada em 7y:
2

p(ro+h) = p"(ro + w(h)) - %, h € [—6,6], comw(h)entre 0 e h.

/!
0
Se A= sup ( temos, para algum C; > 0,

0€(0,27]

5/2 5/2
03(to, €) > / eP”(’“OJFW(G))‘%'E do > / =A% g > ﬂ > L
~6/2 —~5/2 VET 1T4+VE

Por conseguinte, se N \ S, » € infinito, para quaisquer ¢, M > 0 existe {, € N\ S, ) tal que

1 My, - n!
Gto &) >M- [ ——— )V >M-inf [—22 " ),
6> 08 (g ) 2 0t ()
0 que nos mostra que vy & £ 4(T?), pelo Teorema 2.20.

Estimemos entdo 05(t, £) e suas derivadas:

27 t
8,?‘1?2@,5) = Z <a> / 8?75 exp |:£ ( b(S)dS — B0>:| 8? |:e_(i§a0+>‘)(t_t0)80(t — 7'):| dr.
B<a 5 0 t—7
4.17)
A igualdade acima nos leva a estudar o termo 8{3 [e*(iga‘)*’\)(t*m) ot — 7')] :
<8

Dado £ > 0, denotamos

N My, - 1! . 198 [, (€ao+)(t—to) | _
() = $£§o<<e/H)"-(1+\£!)”) o e ot Tﬂ"
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Entao

)< Csha ) ( ) Jaol + A (1 + Jgl)" nf ( T (‘1”!+ | ﬂ)n) gy (B =)

v<B

Co - hE. <B>' v my 7! g (B — )
< Cy- by -ms - (B), (4.18)

para Cs = Cy - sup 0™ hg = hy - max {1, (Jag| + |A|)} and hy = 2 - hs -

97" exp {g - ( /t tT b(s)ds — BO)] ‘

Por outro lado, seja
t
ew(t,7) = (/ b(s)ds — B0> ; como & -w(t, 7) < 0, com um processo semelhante ao usado
t—1

(x) = Inf ((g/H)Tfl(.lnj- |€|)”> '

para obter (4.10), concluimos que

C . 1 k1+...+ka,ﬁ
ata—ﬁefw(t,r) Sh?_ﬁ Z kl [ 1 ( +|€|)] '

Mk +..tka—p

Al(a—p
Por conseguinte,

B [Ca(1+ [e]Frttos

- 5 Mg+ Ako—p

a—f Oé -
(**) S h Ma— B Z kl
A(a—pB)

o M+ 4ko_p (k1 + ...+ ka—p)!
(E/H)k1+"'+ko‘7ﬁ(1 + ‘£|)k1+...+ka,B

(]{71 + ...+ ka—ﬁ)! . (Cl . H)k1+...+ka_ﬁ
€

< h?iﬁ'mafﬁ'(a_ﬁ)!' Z Ll
Ala—p) &

< heP mas - (0= )L, (4.19)

g

C
tomando hs = hy - (1 + 2 e aplicando o Lema 4.5.

Associando o Lema 2.25 a (4.17), (4.18) e (4.19), inferimos que

(g eracel = ¥ () /o%nié%o((s/mmﬁnl )

BLa
(%)

. mnn' —(i€ao+)(t—to) _
Xn%éo((e/m S >‘a[ et )

8a B ﬁw(t T)

dr

/

*)
27
2 <g> /0 hy ™ ma—g(a— B)ICshim Bt dr

B<a
< Cg-hg -mg - al, (4.20)

IN
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se Cg = 21C3 e hg = 2max {hy, h5}. Logo

My, - !
i (e <O B e al
nléleo (57"0 T |€|)n> |05 03(t,€)| < Cg - hg - mg - a!, Ya € Ny,

paratodost € T, £ € N\ S, »-
Provadas todas as propriedades enunciadas de v,, prosseguimos para v1. Quando N N

Seo.xr = 0, ndo hé nada para provar. No caso em que N N S, » = {£*}, tomamos
0(tE) =1 = v(t,x) =", Y(t,z) e T
Neste caso, vy € € 4(T?), vy & € 4(T?),
wi= (v +v2) € Du(T2)\ E.4(T?), Li(u) = Lyvy + Lyvy € £.4(T?),

e facilmente se verifica que as outras propriedades enunciadas sdo satisfeitas.

Resta-nos o caso em que S, » N N € infinito. Pelo Lema 4.7,
bp =0,a9 = P e NN Sg = {wo +mgq; m € Ny}, para algum wy € Z.
q

Como by = 0,
t
B(t) = / b(s) ds € € 4(T).
0
Tomamos t* € T tal que B(t*) > B(t), Vt € T, e definimos

v = Z (e~ (it Nt . (E(BO-BE))] it
£€ENNS

Dado que B(t) — B(t*) < 0 paratodo £ € NN S, »,

|01(,€)| = ‘e—(ifco-i-/\)t} S (BM-B() < }6_(¢§c0+,\)t| 1

pois (ico + A) € iZ, o que nos permite concluir que v; € 7’ ,(T?). Além disso,

(1, &) =1, VEENNS,\, = ui=v; +vy € D ,(T?)\ E4(T?),

Lyv, = Z [_(%00 + )\) + b(t)§ + (ao + ib(t)) zf 4 )\] [6_(i500+)\)t . e§~(B(t)—B(t*))] R
£eNNS

= [—iapl — A+ b(t)E + iagé — b(t)E + A] [em (ot VL. (LBO=BEN gitr — .

O argumento utilizado para o comportamento de 07 (¢, {) e suas derivadas é analogo ao

aplicado no estudo de v5(t, £). Estd provada a afirmagdo para o primeiro caso.
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L[ . o

Caso 2: by = o / b(s)ds > 0. Aqui a construcdo de v, é semelhante, mas possui diferencas
T Jo

que merecem destaque. Por isso, apresentaremos um breve resumo dos passos tomados.

Iniciamos com a defini¢ao de
. . t+r
H :[0,27] x [0,27] — C; H(t,r) = aor +i/ b(s)ds,
t

e denotamos

- t+r to+ro
By = min / b(s)ds = / b(s)ds < 0.
t

t,re(0,27] to

De maneira similar ao primeiro caso, podemos assumir que
ro € (0,27), b(tog+19) =0, b(0) # 0, to € (0,27) ety + ro € (0, 27).
Escolhemos ¢ > 0 de modo que
Is = [to+ 19— 6,to + 1o+ 6] C (0,2m),
e p € & 4(0,2m) satisfazendo as seguintes condigdes:

9016/251, suppp C I5e0 < < 1.

-~

Paracada € N\ S\ et € T, tomamos f(¢,£) como a extensdo 2m-periddica de

(627r(i£co+>\) —1)- 6§0§ . pliao+A)(to—t) o(t).

Segue de (4.9) que
27 _
Ga(t, €) = el / Sl 0 o1 1)y,
0

e construimos v, de forma anédloga ao que foi feito no primeiro caso.
Por outro lado, observe que a construgdo de v; ndo € diferente para o Caso 2, visto que

a mesma s6 faz sentido para a situacdo em que by = 0. [

Observacao 4.10. Com as hipoteses da Proposigdo 4.9, é possivel construir uma solugdo sin-
gular u satisfazendo as mesmas propriedades, com as frequéncias parciais de Fourier definidas

em 7.\ Ny. Isto é,

u= > GO+ D it €

§E€Z<0NSey,x §€Z<0\Seq A
vV - ~ '

V1 v2

J/
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t
Para a construgdo de vy quando S., » N Zo € infinito, definimos B(t) = / b(s) ds,
0
que pertence a € 4(T) (pois by = 0) e escolhemos t* € T tal que B(t*) < B(t) para todo
t € T. Consideramos entdo

n(te)= Y e EarNesBO-BE) e,
£EZ<OQSCO,)\

Observe que a escolha do minimo de B foi feita para que o sinal de {(B(t) — B(t*)) seja

negativo. O resto do processo é andlogo.

Passamos para a construcdo de vy; se by < 0, definimos
- - t+r
T 110, 27] x [0,27] — C; F(t,r) = agr + i / b(s)ds,
t

e denotamos

- t+r to+ro
By = max / b(s)ds = / b(s)ds > 0.
¢

t,rel0,2m) to

Novamente pode ser mostrado que ro € (0,27), b(ty + o) = 0; assumimos também que
b(0) # 0, tg € (0,27) e to + ro € (0,27).

Tomamos entdo 6 > 0 de modo que
[5 = [to + 79 —5,t0+7“0—|—5] C (0,27‘(‘)

e p € € 4(0,2m) de maneira que <,0|[6/2 =1L suppp Clse0<p <1 Para& € Zy \ Sey

f(t, &) € escolhido como a extensdo 2m-periddica de

(627r(i£c0+/\) o 1)€§0£€(i§ao+)\)(t0*t)(p(t)_

Segue de (4.9) que
2 _
B(t,€) = e(i£a0+A)(tot)/ S Bo=J 6 iy 4 Ydr, t € [0, 27].
0

Observe que escolhemos H como no Caso 2 da Proposicdao 4.9 pois em ambas as
situagoes foi usada a formula (4.9) (por by e & terem mesmo sinal). A diferenga, devido a troca
de sinal de &, foi a escolha do mdximo de Im H, ao invés do minimo. Seguindo a linha de
raciocinio, quando by > 0 trabalhamos com a funcdo H usada no Caso 1 da Proposicdo 4.9,
tomamos o mdximo de sua parte imagindria e utilizamos (4.8) para descrever Us(t,&) apds
definirmos f (t,€) de maneira andloga. Em ambos os casos as estimativas requeridas decorrem
de um processo andlogo ao que foi feito na Proposicdo 4.9 e por tal motivo ndo vemos a

necessidade de serem repetidas.
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Proposicao 4.11. Sejam .# uma sequéncia quase analitica e Lyo campo em T? dado por

~ 0 0
LA—E—FC()a—x—F)\

para A € Cdado por A\ +i)g, com A\, A2 € R, e c(t) = ag+1ib(t), no qual b(t) é uma fungdo a
valores reais, pertence a € 4(T) e muda de sinal. Denotemos S., » = {{ € Z; ifco + X € i}

como no Lema 4.7; existe u € 2. ,(T?) que satisfaz as seguintes condigdes:
I Lwe&y(T2)eue P ,(T2)\ E4(T2).

2. u = Z 1(t,€)e™ + Z 2 (t,€)e™®, no qual v,(t,€), Uy(t,€) € £ 4(T) para

§ENNS ) A EEN\S¢g A

J/ J

v1 v2
todo & € 7. Além disso, é possivel encontrar ty,t* € T e Cy > 0 de maneira que

|ﬁl<t*a§)| = 17 Vf e NN Sco,/\'

R C
|[Ua(t0,&)| > =

E, VE € N\ Sepon

3. Dado € > 0, existem C, h > 0 tais que

my, - n!
. n L aen < (. plel, . !
32 (70 ) a1 < C -l

para quaisquer o € Ny, t € T, £ € Z.

Demonstragdo. Iniciamos a prova destacando que a construcdo de v; feita na Proposicao 4.9
nao depende da quase analiticidade das classes e por isso somente temos de apresentar v, que
satisfaca as condi¢des estabelecidas.

Como . é quase analitica, os zeros de b sdo isolados. Além disso, pela periodicidade

de b, podemos assumir (com uma possivel translacdo) que
b(0) =0, b(x) < 0sex € [—0,0)eb(z) > 0sex € (0,d], paraalgum > 0. 4.21)

Para todo ¢ € R, consideremos

A(t) = ao-t, B(t) = / tb(s)ds, C(t) = A(t) +iB(2).

Seja ty € [0, 2] tal que B(ty) > B(t) paratodo t € [0,27] e denotemos M = B(ty).
Note que M > 0, B(0) =0e

2 0

b(s)ds = B(2m —0) + / b(s)ds < B(2m —9),

B(27) = B(2m — ¢) —I—/

27—46
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0 que nos permite concluir que ¢, € (0,27). Dividiremos a prova em duas partes, de acordo
com o sinal da média de b(t).
1 2w
Caso 1: Oy = o / b(s)ds < 0eassim & - by < 0. Logo, para g; que serd construida adiante,
T™Jo

definiremos os coeficientes parciais de Fourier de vy como em (4.8). Considere
YT —C; y(t) =M+ K- (1 —cost) +i-(ap-sin(t —t)),
para i >> ( que serd escolhido posteriormente. Dado ¢ € N, definimos
ae = (1 _ 6—27r(i§co+)\)) ;
note que esta sequéncia € limitada. Estabelecemos

Gt €) = ag - e L=l € O¥(T), VE € N\ S, (4.22)

qlt,r) = Y @t =N N ag- e gt

£EN\S¢y £EN\S, 0

Pelo fato de M ser positivo e |e~¥1()¢] < =€ segue que g; pertence a C*“(T?) e por conse-
guinte a & 4 (T?).

Suponha a existéncia de v, € 2’,(T?) tal que Lyvs = ¢;. Entdo paracadat € Te

f € N \ Sco,)\,
(e +i€c(t) + N) Ba(t,€) = Gi(t,€) & (0; + ico + N) e*COT(t, €) = e*CW Gy (¢, ),

no qual C(t) = C(t) — (ag+iby). Pela prépria defini¢io do conjunto S, », a EDO acima possui
uma tnica solugdo para cada £ € N\ S, », dada por
1 2 )
03(t, &) = —/ e T CO=CU=9) . 2 (t — 5, €)ds. (4.23)
Qe Jo
Usando (4.22), (4.23) e a definicdo de 11, obtemos
2m
’l?g(t, 6) _ e—i/\gt . / e—/\ls i ef-[B(t)—B(t—s)—M—K-(1—005(75—5))] i eifao-[tg—s—sin(t—s)}ds' (424)
0
Mostremos que para K >> 0 a funcdo

1 :10,27] x [0,27] = R; ¢1(t,s) = B(t) — B(t—s) — M — K - (1 —cos(t — s)), (4.25)

ndo assume valores positivos. Se t = s, ¢1(t,t) = B(t) — M < 0. Inferimos de (4.21) que
B(o) > 0 quando o € (—6,0) U (0,6). Logo,

o1(t,s) < B(t)—B(t—s)— M < —B(t—s) <0, para0 < [t — 5| < 0. (4.26)
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Por outro lado, ¢,(0,27) = B(2r) — M < 0 and ¢;(27,0) = —M < 0. Assim, podemos

encontrar € > ( de modo que
2r —e < |t —sl|, (t,s) €0,27m] x [0,27] = ¢1(t,s) <O. (4.27)

Por fim, tomemos m = min {(1 — cos7); § < |7| <27 — e} > 0. Entdo

B(t) - B(t—s) - M < —B(t — s) < max |B(t—s)|:= D.

1
d<|t—s|<2m—e = < —
1 —cos(t —s) m m t,s[0,2n]
(4.28)

Associando (4.26) a (4.27) e (4.28), concluimos que ¢ < 0se K > D.

Escrevemos agora

Uy = Z Ba(t, €)e™;

SGN\SC(),A
como ¢; < 0, a sequéncia |03(¢, )| € limitada e assim v, € D’,(T?). A fim de estimar as

derivadas dos coeficientes de Fourier de v, denotamos
® : [0,27] x [0,27] — C; D(t,s) =ag - [to — s —sin(t — s)] — ip1(t, s)
com ¢, dada por (4.25). Entao

27
1/)\2(15,5) = / e~ NS | pidat eig.q)(t’s)ds,
0

€ por conseguinte

27
8;’112(t,§) = Z (g) /0 6—)\15 . aa—ﬁ (6—1')\215) . atﬂ (eif-fb(t,s)) ds.

BLa

Observe que as derivadas com relagdo a ¢ de ¢ podem ser estimadas uniformemente
com relagdo a s. Desta maneira, com um argumento andlogo ao usado para demonstrar (4.10),

provamos que dado £ > 0, existem C’, h. > 0 tais que

el €
.l
inf (T2 P ).
peNo \ € - (1 4 n[)?

Por conseguinte,

. mpp- o e
plélgo(gp(1+||>>|8U2tf|<z<)/ )\|

< Ce-hd -mg-al,

P < O BB mg - B, Vit s € 0,27, VB € Ny,

07" (e7) | CLhPmg ! ds

com C, = 27 - n[lax]|e MLl e h, =2 -max {1,h.} - max {1, |\a]} .
s€|0,2m
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Por fim, se N \ S, . € infinito, estudemos o comportamento assintético de 03 (%, €).

Segue de (4.24) que

2
@(to’g) _ e—iz\gto . / 6—>\18 . ef-[—B(to—s)—K-(l—cos(to—s))} . 6i§a0~[to—s—sin(to—s)]d8
0

t
_ e—)\to ) / 0 e)\lo . e—g-[B(o)-i-K-(l—cosa)] . ei{ao-[a—sin(o)}do_ (4.29)
t

7
0—2m

com a substitui¢do o =ty — S.

Lembrando que B(c) € positivo no conjunto (—49,0) U (0, §), tomamos
m* =min{B(o); o € [ty — 27, —0] U [J, to]},
m =min{l —coso; o € [ty — 2w, —06] U [J, to]} > 0.
Com um possivel aumento de K, obtemos

B(o)+ K(1 —coso)>m*+ K -m >0, Yo € [ty — 2w, =] U [0, to].

Logo B(0)+ K(1—cos0) =0e B(c)+ K(1—coso) > 0paratodo o € [t, — 2, t,] diferente
de 0.
Seja

fi:[to—2m,tg) = C; fi(o) =ag- [0 —sin(o)]+i-(B(o)+ K - (1 —coso)).

Decorre de (4.29), que

Dy (tg, &) = e Mo / Mo N0 gy +/ Mo 10 g (4.30)
e lo|<é Y lo|>6 B
Ic Je
Note que
|Je| < / 17| - €51 |do < 2mpeS0 (4.31)
lo|>6
_ Ao _ :
comp= max e'%efl= min (B(oc)+ K- -(1—-cosc))>0.
p o€[to—2m,to) |[cr|2\5| ]( ( ) ( ))
o€ftg—2m,tg

Para estimar I, tomemos x € C°([—26,24]) tal que 0 < x < 1, X’[—ﬁ] =1le

estudemos

26
/X(o) ML i8N0y = / x(o) - M7 1) g, (4.32)
R

—26

Valem as seguintes propriedades:
e x(0)-eM7 e C>([-26,24]).

s f1 € C%((to — 2m,10)) e f1(0) = 0.
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e Im f; = B(o)+ K(1 —coso) >0, paratodo o € (tg — 27, to).

* f1(0) =ap- (1 —cos0)+i(b(0) + K -sin(0)) = 0.

b
e filo) =ap- (1 —coso)+i(b(o) + K -sin(c)). Visto que lim (o) = 1/(0), podemos
o0 sin o
tomar
b
K > sup _(U) .
oe[—26,26) | SIL O
o#0

Consequentemente, f;(o) # 0 para todo o € [—20, 24] diferente de 0.

7(0) =4i(b'(0) + K'), que assumimos ser néo nulo no dltimo item.

* f1 é limitada em C'*°([—26, 26]).
2

1
e lim 0

—‘J’ : = lim =
o0 (|f{(0)|) zlrﬁo a2(1 —cosc)? + (b(o) + K sino)? (t'(0) + K)?

sim, a fungio /x ¢ limitada em [tg — 27, to] \ {0}.
fi(z)

As afirmacdes acima nos permitem aplicar o Teorema 7.7.5 de [36] para estimar (4.32).

> (. As-

Como f1(0) = 0e x(0) - ¥ = 1, inferimos a existéncia de C' > 0 tal que

? Mo | GiEhi(o) 2m v
Xa'el"will”da—(,—)
[ @ W0+ K

o que implica que

‘/26 x(o) - M7 etho)g Ca < Cs para certos Cy, C3 > 0 (4.33)
o). . oc— —| < —, B A ] .
- Vel T ¢

Por outro lado, segue de (4.30) e (4.31) que

» Mo iéfi(o) & » &1 (o
o)-eM? . N de — — | > —/ o 17, oif1(9) 1
'/ (o) & '_25><()
C'z

—20
= X(o‘) . €>‘1a . €i€fl(a)d0'
\/_ A<|o’|<25

> —= — || — 2mpe . (4.34)

\/_

Utilizando (4.30), (4.31), (4.33) e (4.34), deduzimos que

<% Y sw|D (x(a) )],

laf<2

— |Ie| -

[Ga(to, ) = ™M (| e[ — | Je])

> e Milo (% - % — |Je| — 27rpe£9)
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—A1ito C(2

>e e

para ¢ suficientemente grande. Desta forma, existe C'; > 0 de maneira que

IE % VE € N\ Supn,

como pretendiamos provar.

1 2
Caso 2: by = 2—/ b(s)ds > 0, o que significa que £ - by > 0. Logo, para go que serd
T™Jo

construida adiante, o coeficiente parcial de Fourier de v, serd dado como em (4.9). Seja
Yo : T — C; ho(t) = M + K(1 — cost) — B(2m) + iag - (sint — to + 2m),
no qual K > 0 e serd escolhido posteriormente. Para todo £ € N, denotamos
Be = (627r(i§co+)\1) _ 1) :
ndo ¢é dificil ver que esta sequéncia € limitada. Consideremos
GBo(t, &) = Be - e V2D g7l ¢ C(T), VE € N\ S, 0,

gtx)= > Bt e =N N B et et

gEN\Sco)\ &-GN\SC(),A
De forma muito semelhante ao primeiro caso, temos g, € C*(T?) e por conseguinte g, €

& #(T?). Procedendo analogamente ao Caso 1, temos
2m
Tj\g(t,f) — e—i)\gt X / €>\15 . eE-[B(t)—B(t—&—s)—l—B(27r)—M—K~(1—cos(t—|—s))] . eiﬁao-[s+t0—27r—sin(t+s)]d8'
0
Mostremos que para K >> 0,
@21 10,27] x [0,27] = R; ¢ao(t,s) = B(t) — B(t+s)+ B(2r) — M — K - (1 — cos(t + s)),

ndo assume valores positivos. Visto que ¢5(0,0) = B(21) — M < 0e po(2m,21) = —M <0,

€ possivel encontrar £ > 0 de modo que

lt+s| <e, dm—e<|t+s|, (¢t ) €]0,2n] x[0,27] = ¢(t,s) <O0.
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Quando (t + s) = 27, @a(t,s) = B(t) — M < 0. Além disso, se 0 < |0 — 27| < 0 decorre de
(4.21) que
2
B(27) — B(o) = / b(s)ds < 0,

0 que nos mostra que q(t,s) < 0se2r —J <t + s < 27 + 4. Por fim, consideremos
m=min{(l —cos7); e <|r|<2r —dou2r+ < |7] < 4w —e} > 0.

See<|t+s|<2m—dou2r+6 < |t+s| < 4w — e, segue que

B(t) — B(t B@2r)—-M _ B2m)— B(t 2
(0)=Blt+s) + BEm M _Bem) - Blt4s) _2 oo
1 — cos(t —s) m m  t,se[0,27]

Logo, tomando K > D, concluimos que ¢ < 0.
Com 0 mesmo argumento aplicado no Caso 1, verificamos que vy, € 2, (T") e as
estimativas para as derivadas de v0s(¢, £). Resta-nos estudar o comportamento assintético desta

funcdo em ¢y quando N \ S, ) € infinito:

27
'{7\2<th S) — e—i/\gto . / 6)\15 . e§~[B(27r)—B(to—i-s)—K~(1—cos(to—‘,—s))] . eifa(y[s+to—27r—sin(to+s)]ds
0

to+2m
_ e—)\to / €>\10 . 65-[3(2W)—B(0)—K-(1—cosa)} . 6i§a0~[a—2ﬂ'—sino}do_

to

to+2m )
— Mo, / Mo eZE'fQ(U)dJ,

to

para fy : [to, to + 27] — C dada por
folo) = ag - [0 — 2 — sin(o)] + i - (B(o) — B(2m) + K - (1 — cos 7).
Observe que:
o fo € C%((to, to + 27)) € fo(27) = 0.

* Assim como no Caso 1, podemos tomar K > 0 tal que Im fo = B(o) — B(2m) + K(1 —

cos o) > 0 para qualquer o € (g, o + 27).

o f5(2m) = ao - (1 — cos2m) +i(b(27) + K - sin(27)) = 0.

—b
© 14(0) = ay- (1—cos0)+i(b(a) + K -sin(ar)). Ja que Tim —27) — (o), escolhendo
o217 SIN O
b
K > sup (U) :
o€2r—268,2m+26] | SIL O
oF#2T

teremos f5(o) # 0 paratodo o € [2m — 20, 27 + 26| diferente de 2.
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o f¥(2m) =i(b'(2m) + K), que podemos assumir ser diferente de zero, pelo tltimo item.

* fy é limitada em C'*°([2m — 20, 27 + 24]).

2 2
Y lo — 27| y (o0 —2m) 1 > 0.0
1m _— = |1m — ,
o—2r \_ | f4(0)] o—2r a3(1 — coso)? + (b(o) + Ksino)?  (V(0) + K)?
—2
que nos mostra que ’ o ;T ¢ limitada em [to, to + 27| \ {27}.
1 (
Daqui em diante, basta proceder de forma andloga ao que fizemos no Caso 1. [

Observacao 4.12. De forma similar ao caso ndo quase analitico, é possivel construir uma

solucdo singular u satisfazendo as condicoes da Proposicdo 4.11 com as frequéncias parciais

de Fourier definidas em 7.\ Ny. Isto é,

u(t,r) = ) GO+ Y Gyt e
§E€Z<oNSey,x §€Z<0\Scq,n

V1 v2

J/

A construgdo de v, é exatamente aquela apresentada na Observacdo 4.10. Para exibir
um resumo da obtencdo de vy, temos mais uma vez de lidar com dois casos de formas distintas.

Antes disso, consideramos que
b(0) =0, b(t) >0se—d<t<0eb(t)<0se0<t<J, paraalgumdj >0,
e tomamos m = min B(t) = B(ty) < 0. Note que ty € (0,27), pois

te[0,27]

B(0)=0eB(2r) =B(27 —§) + /27r b(s)ds > B(2m — ).

2m—0

1 2
Caso 1: by = o / b(s)ds < 0, o que implica que & - by > 0 e portanto os coeficientes
T Jo
parciais de Fourier serdo dados como em (4.9). Definimos entdo
U1 T — C; @A/)I(t) =m — B(2m) + K(cost — 1) +iag (sint — tg + 27).

De forma similar ao Caso 2 da Proposicdo 4.11, denotamos

Gi(t,€) = Be - e 810 L gmidet ¢ C9(T), Ve € (Z\ Np) \ Sep,

qi(t,z) = Z Gi(t,€) - ie = gmihat Z Be - oLt

§E€Z<0\Scy, A §E€Z<0\Scy,A
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Entdo g, é uma funcdo analitica e

2m
@\2 (t, 5) _ efi)\gt / 6)\1-7'61'(75)(10 [sin(t+7)—(to+7)+27) _6(75) [B(t+‘r)fB(t)+me(27T)+K(cos(t+‘r)71)]dT.
0

1 2w
Caso 2: by = 7 / b(s)ds > 0 e assim & - by < 0. Dessa forma, os coeficientes parciais de
T Jo

Fourier sdo obtidos através de (4.8). Consideramos
Py i T — C: ho(t) = m + K(cost — 1) + iag (sint — to) .
Analogamente ao Caso 1 da Proposicdo 4.11, estabelecemos

Go(t,€) = ag - e 520 o=l € CU(T), VE € (Z\ No) \ Sep s

Btr)= Y Bt = Y g0,

£€Z<0\Sc, £€(Z\No)\Scq,A

Entdo gy é uma fun¢do analitica e
27
@\2@75) _ 6—i)\2t/ e—)qs . ei(—{)ao[(s—to)—sin(s—t)] . e(—g)[B(t—s)—B(t)+m+K(cos(t—s)—l)]ds'
0
Em ambos os casos, os argumentos do ponto onde paramos em diante sdo os mesmos usados

na Proposicdo 4.11, e por tal motivo serdo omitidos.

Munidos das Proposi¢des 4.8, 4.9 e 4.11, além das Observagdes 4.10 e 4.12, estamos
prontos para enunciar e demonstrar o principal resultado desta se¢do, a reciproca do Teorema

4.6.

Teorema 4.13. Considere o seguinte sistema de campos em TN T!:

0 . 0 .
ijZa—wﬂL(%Jﬂbj(tj))'%ﬂL/\j, (j=1,2,...,N),

descrito em (4.3). Suponha verdadeiras as seguintes hipoteses:

1. Caso o conjunto J == {j € {1,2,...,N};b;(t;) =0} = {j1, ja, . . ., Jx } ndo seja vazio,
o vetor (aj,,,Qjyys- - - s Ajpys Nys Njas - - - » Aj, ) A0 satisfaz a propriedade () estabelecida

em (4.2).
2. Paratodo j € {1,2,..., N} tal que b; # 0, b; muda de sinal.

Entdo o sistema ndo é globalmente . -hipoelitico.
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Demonstracdo. Com um rearranjo dos indices, organizamos o sistema da seguinte maneira:

» Paraj € {1,2,...,k}, b; = 0. Logo,

0 0
LA.:—+aj03_x+)‘j7 J=12...k

70t
Segue de 1. que (ay,, - - ., agy, A1, - - - A\x) nd0 satisfaz (x). Considere
v=Y Bt .tk &) €7 (4.35)
peN

a solugdo singular descrita na Proposic¢do 4.8. Apenas para simplificar, iremos supor que §, € N

para cada p € N.

* Quando j € {k+1,..., N}, decorre de 2. que b;(¢;) muda de sinal. Para cada j,

tratamos

~ 0 , 0
L)\j = 8_t] + (Cljo -+ ij(lfj)) % + )‘j

como um campo agindo em T?, com coordenadas (¢;, z). Seja
wy =3 @, €)™, j=k+1,...,N, (436)
¢eN

sua solugdo singular satisfazendo as propriedades descritas nas Proposi¢des 4.9 ou 4.11.

Denotamos
U= Zi}\(tl’ ce 7tk7€p) ’ @(tk-i-lvfp) et @(tN,gp) . 6iz§p7
peN

no qual v e ; sdo dadas em (4.35) and (4.36), respectivamente. Mostremos que
Lyu:=g; € E4(TVH), j=1,2,...N.
Com efeito, se j € {1,2,...,k},

Z)\ju = ZZA]. (@\(th co bk &) '@(tkﬂafp) Co ﬁj\v(tN,ép) ) eixgp)

peN
- Zy/k:l(tk—‘rl;gp) et m(t]\hgp) : fj(tla cee 7tk7£p2'ei$£p7
peN g

é}(t,fp)
no qual f; = ZAJ@ € £,4(T*1). E imeditado das Proposigdes 4.9 e 4.11 que g;(t,&,) €

E 4 (TV). Pelo Teorema 2.20, existem C, h, § > 0 tais que

085 (&) = |5 0T (e )] - 00 T . &) | F o 11,6
::TA)
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.ml
< (A) - C - peattan . . inf (et
< ( ) o Moyt +op (a1 + + Ozk) nlélNO <5n . (1 + ’fp])” )

(4.37)
para todo &,. Em contrapartida, dado ¢ > 0, decorre das Proposigdes 4.9 e 4.11 a existéncia de
C1, hy > 0 tais que

n.o(1 n
|0t (ts, &p)| < Cr-hT-myg, ol sup (M> , s=k+1,k+2,...,N. (4.38)
n€eNg My - n'
Associando (4.37) a (4.38) e denotando C, = C' - C{V’k e hy = max {h, hy }, deduzimos que

(8"'(1+ !Ep!)")N_k . my, - n!

on o
X < . . . !' : N
107 3;(t,&)| < Ca-hy-myay-|af!-sup p— uf, (5" L+ &)

n€Ng

) . (4.39)

Prova-se por inducdo, a partir do Lema 2.25, que

sup( P >§sup (M)Q , Vp>0, Vk € Ny. (4.40)

neNg \ My, - 1! neNg \ My, - !

Aplicando (4.40), segue de (4.39)

)
Escolhemos agora £ € Ntal que 2° > N —kec = et

que

2@
9% G |ex] (5/H £+1)n(1 |£p|)n . mpn!
190951 )| < Cahy myalaf Lil]\% < m,n! nléleo 5 (1 + [&,])"

o (0/H)™ - (1+ &)™ . My, - 1!
< . . . Of ‘ . . n e —
02 h2 m|al | | :éll\% ( m,, - n! 77,16150 on - (1 ygp’)n

o i Tty - 1
<y By - laf! - inf -
< G- hy - myal - |af ,JSNO(((S/H)H'(HI@I)”)

Através do Teorema 2.21, inferimos que ZAju € Ey(TN ) paraj € {1,2,...,k}.

Quando j € {k+ 1,k + 2,... N}, a prova é bastante semelhante. Temos

Z,\ju = Z@(tl, by Ep )t (trr1, §p) - W1 (ti1, §p) X
peN

X (s &) - T (e ) (1, €)™,

no qual Z,\juj = f; € E4(T?). A Proposi¢do 4.8 nos fornece uma estimativa no mesmo
formato de (4.38) para v(t1, . .., tx, &,), € a partir dai o processo é completamente andlogo.

Resta-nos verificar que u € 2, (TV 1) \ € 4(TN*!). Deduzimos da Proposi¢do 4.8
que

[a(t, &p)| = [t (thn, &)l - - - [un(tn, §)I, Vp €N, (4.41)
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e das Proposicdes 4.9 e 4.11 que cada ; é uniformemente limitada, o que nos permite concluir
que u € 2',(TN*!). Mais ainda, inferimos também que paracadaj € {k + 1,k +2,..., N},

existem ¢}, t;0 € T e C' > 0 tais que

|0 (5, &) =1, V& € NNS a5 (4.42)

. C
|0 (0, &p)| > _5 , V& € N\ S, (4.43)
P

Encontraremos agora um vetor ¢ = (0,...,0,%x41,...,ty) € uma subsequéncia {gpq}qu de

forma que

o ¢
a(t, &,)| > <\/T) , Vg €N, (4.44)
Pq

no qual 0 < ¢ < N — k, o que nos permitira concluir que u ndo € sequer funcgio suave.

z

Iniciemos com a escolha de t;.,1; existem duas possibilidades: {& }pen N Se é

(k+1)0, A k41
finito ou infinito. Para o primeiro caso, selecionamos ¢, = t(k+1)0 como em (4.43) e tomamos

a subsequéncia
{&pdpen N (N Segp o e )- (4.45)

s . . s *
Caso contrario, definimos 3,1 = t;_; como em (4.42) e tomamos

{&p}pen N (N N Sc(kﬂ)o,ml) : (4.46)

Para a escolha de ;.,,, 0 processo € andlogo, com a diferenga de que sequéncia inicial
serd dada por (4.45) ou (4.46), dependendo do passo anterior. Pela finitude do nimero de
decisdes, obtemos o vetor ¢ de forma recursiva. A estimativa (4.44) decorre de (4.41), (4.42) e
(4.43), com ¢ contando o nimero de passos para o qual ¢; foi tomado como em (4.43).

Antes de encerrar a prova, vale notar que se &, € Z \ Ny para todo p € N, ao invés
de aplicarmos as Proposi¢des 4.9 e 4.11, usamos as construgdes feitas nas Observacdes 4.10 e

4.12, e os processos sdo completamente andlogos. [

4.3 Aplicacoes

Antes de prosseguir para as consequéncias, reorganizamos o sistema .%) da mesma

maneira que fizemos na prova do Teorema 4.6:

Ly, —£+aj(tj)-aﬁ+)\j, paraj =1,2,...,k,
J v (4.47)

0 0
LM:a—WJF(CLH’ibe)(U)'a—er)\e, paral =Fk+1,..., N,
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estando inclusas as situagdes nas quais £ = 0 ou & = N (isto é, em que cada b, # 0 e toda

b; = 0, respectivamente.)

Observacao 4.14. Quando k = 0, £\ é globalmente . -hipoelitico se, e somente se, existe
0 €{1,2,...,N}tal que Ly, agindo em T?* é .4 -globalmente hipoelitico. Isto é completamente

diferente do que ocorre no caso local; com efeito, o sistema dado por

0 0
P o= — it —
T 1ty 97’
0 , 0
P2—8—t2+lt2'a—x,

é analitico hipoelitico em 0 € R3, enquanto que P, e P, ndo satisfazem tal condigdo em 0 € R?

(para entender o porqué, recomendamos o Teorema 2.1 de [7]).

Observacao 4.15. Se k = N, pelo Teorema 4.3 nosso problema pode ser reduzido a um campo
de coeficientes constantes. Por conseguinte, o Teorema 4.2 apenas recupera o Teorema 3.4. Em
contraste com a Observacdo 4.14, a construgdo feita no Exemplo 4.9 de [11] nos apresenta

a, B € R tais que, separadamente, os campos

_9 9
1_81?1 8x’
B B
Py=— — f—
2T oty oz

ndo sao globalmente analitico-hipoeliticos, mas o sistema dado pelos mesmos o é.

Pela Observacao 4.15, concluimos que ndo € necessdrio que nenhum dos campos
agindo em T? seja globalmente .7 -hipoelitico para que % o seja. Em contrapartida, temos

a

Proposicio 4.16. Suponha que o campo Ly, agindo em T? seja .# -globalmente hipoelitico,

para algumn € {1,2,... N}, entdo o sistema £ é .# -globalmente hipoelitico.
Demonstragdo. Pelo Teorema 4.2, existem duas possibilidades para L), :

* b, # 0 e n3o muda de sinal;

* b, =0e (ang, \,) satisfaz a condigdo (x).

O primeiro caso é imediato; para a segunda situacdo, temosn € {1,2, ...k} e decorre

da hipétese que para qualquer € > 0, existe M. > 0 de modo que

. . my - p! 2
o€ — id,| > inf P , : VAR > M,.. (448
7 tun€ — Dl 2 il () M €2 [l I 2 M (4
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Sejam
A= max {laj |}, A= gjagckﬂ)\ﬂ}, re =max {(AM. + A+ 1), M.} e R. = (k+ 1)r..
Dado (n,&) € Z* x Z, com |n| + |¢| > R., segue do Principio da Casa dos Pombos que
& >r.> M. ou |ny >r.>AM.+ A+1, paraalgumq € {1,2,... k}.
Se || > M., decorre de (4.48) que
max [ + ajo& = iA| 2 | + ano€ — i
) m, - p!

> inf u
= peti (5” (L |l + |§|)p)

.l
> inf ( My " P )
peNo \ &P - (1 + |n| + [¢])P

Caso contrario,
max [0 + ajof = iX;| = |1y + age€ — iAg]
> |ngl = lagol €] = [Aq]
> (AM.+A+1)— AM. — A
>1

m, - pl
> inf p' D

~ pelo (8” (L4 [0l + \fl)p) '
Assim, o vetor (a1, asg, - - ., Gk, A1, Ag, - . ., A\ ) satisfaz a propriedade (x), encerrando a prova.

]

Corolario 4.17. Suponha que by = 0 e Re (\) # 0. Entdo £, é globalmente .# -hipoelitico.

Demonstracdo. PelaProposicao 4.16, basta provar que (a1, A1) € R x C satisfaz a propriedade

(x). Dado € > 0, tomamos R, = ;se (n,&) € ZxZétal que |n|+[£| > R., temos:

1
e-IRe (\p)|’

I + a10§ — iAi| > |Re (A1)
5 L
~e-(Inl+1€)

> inf ( my, - n! )
in ,
— neNo \ e+ (1+ [n] + [¢])"

finalizando a prova. O
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Seja .Z o sistema dado pelo caso particular de (4.47) no qual A = 0. Ou seja,
0 0
L;= 8—t+aj(tj) g paraj =1,2,...,k,
J X (4.49)

0 , 0
Lzza—tg—i-(aé-l-lbz)(té)‘a_xa paral =Fk+1,...,N.

Para a situacdo trazida Observacdo 4.14, a perturbacdo por constantes ndo tem qualquer efeito
na ./ -hipoeliticidade global de .. Por outro lado, no caso estudado no Coroldrio 4.17 uma
perturbag@o por constante pode facilmente tornar . um sistema .# -globalmente hipoelitico,

mesmo que o original nio o seja.

Observacio 4.18. Seja L um campo agindo em T? e globalmente .# -hipoelitico, dado por

0 0
L:a+048—x,

com a € R\ Q. Baseados na Proposi¢ao 3.5 de [10], mostremos que existe uma grande
quantidade de perturbagoes de L por constantes que destroem sua A -hipoeliticidade global.

Considere para cada j € N, (n,£) € Z?, o seguinte conjunto:

my, - n!
A =1L\ €iR; —iA| < inf | - - -
JEm { iR; [0+ af — i) 7%%o(f%(l+¢ﬂ%-MD”>}

Denotemos A; = U A;¢n. Note que cada A; ¢, é um intervalo aberto de iR e A; contém

(&mn)ez?
o conjunto i(Z + oZ). Logo, todo A; é um aberto denso em iR e, pelo Teorema da Categoria

de Baire,

A=A

JEN
é denso em iR. Além disso, decorre também do Teorema de Baire que AN [i(Z+ aZ)|° é denso,
visto que i(Z + aZ) é uma unido enumerdvel de conjuntos fechados cujos complementares sdo

densos.

Seja B = AN[i(Z + aZ)|° e B € B; entdo existe uma sequéncia (§;,n;) C Z* de

modo que
My, - 1
0<|n-+a£-—iﬁ|<inf(. - ),VjeN.
J J neNo \ j" - (1 + [&;] + |n;|)"
Como 0 < |n; + o ﬂl'f( T - 1! )<1’ el extrair uma sub
omo n; + a&; —if| e in _ —, € possivel extrair uma sub-
’ ’ neNo \ j™ - (1 + [§5] + [n;])" J

sequéncia disjunta, que serd também denotada (;, 1), satisfazendo

my, - n!
L+ [&] + [my])™

\m+a@—wp<me ),WEN.

€Ng

Portanto, o campo — + a— + [ ndo é globalmente .# -hipoelitico para cada 5 em B, um

ot ox

conjunto que é denso em iRR.
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Através do Corolario 4.17 e das Observacgdes 4.14 e 4.18, temos um resumo das pos-
siveis alteragdes que uma perturbac@o por constantes pode trazer na . -hipoeliticidade global
do sistema .Z descrito em (4.49).

Nosso objetivo agora é compreender, ao menos para uma familia de casos, em quais
situacdes a perturbagdo por funcgdes pode destruir a . -hipoeliticidade global de .Z. Isto &,
assumindo que .Z é globalmente ./ -hipoelitico, entender quando a propriedade se preserva

para .Z; dado por

0 0 .

com f;(t,z) € € 4(TN*!) paracadaj € {1,2,...,N}.

Novamente serd suficiente estudar a questdo para o sistema simplificado .Z%, descrito

por
~ 0 , 0 .
ij :a—tj—f—(ajo—l-’lbj(tj»'a—x+fj(t,x), (j:1,2,,N) (451)
Mostraremos que para o caso particular em que f = (f1, f2, ..., fnv) pertence a imagem do

sistema ., com equagdes dadas por

~ 0 ) 0
Lj = —— + (aj, +1ibj(t;)) - o=

o, % U=12...N) (4.52)

nossa meta € atingida.

Suponha por um instante a existéncia de u € & ,(TV ') de modo que
Liu=f;, paraj=1,2,...,N. (4.53)
Prova-se facilmente que, para quaisquer j, k € {1,2,..., N},

Life(t,x) = Lo fi(t, z), V(t,z) e TV, (4.54)

2 2m
/ £i(0,...,0,t;,0,...,0,2) dt; de = 0. (4.55)
o Jo
As identidades acima nos levam a definir o seguinte conjunto:
E:={f=(fi,....[n) € EL(TVTHN; [ satisfaz (4.54) e (4.55)} . (4.56)

Proposicao 4.19. Seja L o sistema descrito pelos campos (4.52) e suponha que o mesmo é glo-
balmente ./ -hipoelitico. Considere E o conjunto definido em (4.56); dado f = (f1,..., [n) €

E, existe u € £ 4(TN*Y) de maneira que Zju = f;, paratodo j € {1,2,... N}.



Uma Classe de Sistemas de Campos Complexos 95

Demonstragdo. Pelo Teorema 4.2, ha dois casos a serem levados em considerac¢do. Iniciamos
a andlise com o primeiro, assumindo sem perda de generalidade que b; é ndo nula e by(¢;) <0
paratodo t; € T.

Sigamos a demonstra¢do da primeira metade do Teorema 4.6: se £ € Z e i&(ay, +
ib1y) ¢ iZ (o que ocorre sempre que & # 0), u(t, &) é dado por (4.8) ou (4.9). Resta-nos entdo
encontrar uma solucao para

%a(t 0) = f;(t,0), je{1,2,...,N}. (4.57)

Afirmamos que a 1-forma suave Z E(t, 0) dt; é exata. Por (4.54), segue que
j=1

0

R 27 8 21 a
8—tkfj(t, 0) = /0 8tkf 5t x)dr = /0 [(%k fi(t, ) + (ago + ibg(tr)) - gfj(tw) dr =

2m 2m o ~
= / Lif;(t,x)dx = / L;fe(t,x)dex = %fk(t, 0).
0 0 J
(4.58)

Logo, a 1-forma € fechada. Além disso, ela serd exata se, e somente se,

2
0

paracada j € {1,2,..., N}, o que é dado precisamente por (4.55). Por conseguinte, encontra-

mos u(t,0) € € 4(TY) que resolve (4.57). Assim, u = Z u(t, €)e™ pertence a £ ,(TV+1) e
el
Lju= f;,paraj € {1,2,..., N}, como desejdvamos provar.

Prossigamos para a segunda possibilidade; isto €, o conjunto

Ji={je{1,2,... N}y;b;(t;) =0} = {j1, 2, -, Ji}

¢ ndo vazio e (ajlo, Aoy v Ay Ajrs Ajgs - - - ,)\jk) satisfaz a condi¢@o (*). Procedendo como

na segunda metade da prova do Teorema 4.6, decorre de (4.12) que

(77] + a]gg) ( ”777 6) E(t//ana 6)) V(ﬁ,f) € Zk+17 th € TN?ka j = 17 27 ER) k. (459)

Por outro lado, a condig¢@o (x) nos fornece, para cada ¢ > 0, a existéncia de R. > 0 tal que

max a > inf
i< <k|77] + ]0£| neNo

m,, - n!
- . Y(n, &) € ZFY, > R.. (4.60
(En,(1+|n|+|£|)n> (n,€) € 0| + [¢] (4.60)

Uma consequéncia disso é a impossibilidade de encontrar (7', ¢’) € Z**! diferente de (0,0) de

modo que
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Afinal, se existisse tal par, a igualdade acima valeria para (s1/, s¢’), para todo s € Z, contradi-
zendo (4.60). Portanto, para todo (n,£) € ZF\ {(0,0)}, obtemos w(t”, n, £) de (4.59).

A fim de encontrar u(t”, 0, 0), usamos as equagdes (4.13), que nesta situag¢do sdo dadas

por
ou ~
8—:(1&",0,0) = F,(t",0,0), V¥ € TN (=% +1,...,N.
¢
N ~
Assim como em (4.57), precisamos mostrar que a 1-forma Z fe(t",0,0) dt, é exata. Com o
t=k+1

mesmo argumento usado no caso anterior, mostramos que

~ o ~
F(t",0,0) = 8—qu(15”,0,0), Ve,ge{k+1,... N},

9
ot,

e portanto a forma € fechada.
Para provarmos sua exatiddo, fixemos ¢ € T* e o denotemos por (¢}, ...,t,). Apli-

cando o Teorema de Fubini e (4.58), segue que

2m 2T
//[f,_;(t’,o,...,o,te,o,...,o,x)—fg(o,t;,...,t;,o,...,o,tg,o,...,o,x)]d;cdte:
0 0
21

2 pt) o
:/ / / _fe(tlvow"707t€707"'70?x)dtldwdte:
0 0 0 atl

) 27 2 o
:/ / |: _ff(tlat%---atkvoa"'707t€70a"'707'x)dx:| dtfdtl:
0

o Jo oty
) 2m 2 B

= / / —fl(tl,tg,..‘,tk,o,...,0,tg,0,...70,$)dﬂ? dtgdtlz
0 0 0 8tf

Repetindo este processo de forma recursiva e utilizando (4.54), obtemos que

2

2 2 2
/ fg(t/,o,...,o,tg,o,...,O,LU)dZEdtg:/ fg(o,o,...,O,tg,O,...,O,SC)dSC dtg
0 0 0 0

=0,
para cada t' € T*. Consequentemente,

2T 2T 2T
fz(O,---,te,O,---O,O)dtez/ / fo(t',0,...,0,t,0,...0,2) dv dt, dt' =0,
0 [0,27]F J0 0

N
paral = k+1,..., N, o0 que nos permite concluir que Z ﬁ(t’ ’.0,0) dt, é exata. Encontramos

(=kt1
entdo u(t",0,0) € &€ 4(TV*) como desejavamos.
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Desta maneira,

u= 3 AW, &) drOUD € g, (TN,
(n,§)eZk x7

e Zju = fjparacadaj € {1,2,..., N}, finalizando a demonstrag@o. ]
Antes de enunciar o principal resultado da secdo, necessitamos de uma nova

Defini¢iio 4.20. Seja f = (f1, f2,---, fn) € (E4(TNTY)N; denoratemos por f° o seguinte

elemento de CN :

1 27 27 2 27
f0:—2 / / fl(tl,(),...,(),yc)dtldl’,-..,/ / fN(Ow"aOatNax)dtNdx :
47 o Jo o Jo

Teorema 4.21. Considere L o sistema dado em (4.52) e assuma que o mesmo é globalmente
A -hipoelitico. Denote por Zf o sistema descrito em (4.51), para [ = (f1, f2,..., fn) €
(E.4 (TN satisfazendo (4.54). Entdo L 1 € globalmente . -hipoelitico se, e somente se, o

mesmo vale para Ly, cujas equagdes sdo

0 . 0 .
— + (aj, +ib;(t;)) - =—+ f7,  (G=12,...,N).

Lo =
5 ot O

Demonstragdo. Considere g := f — f°; é facil ver que g satisfaz as condi¢des (4.54) e (4.55),

e portanto g € E. Pela Proposicdo 4.19, encontramos v € £ ,(TV*1) de modo que
Liv=g;, Vje{l,2,...,N}.
Definimos entdo

T: 9 (TH) = 7, TV

u —  e’u.

Note que 7' é um automorfismo em 2, (T *1) e em € ,(TV '), quando restrito a este subes-

paco, com inversa dada por

T G (T) o (T

u = e ‘u.

Denotemos por P o sistema dado por

Pj=ToL;oT™, j=12,...,N.
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E imediato que P serd globalmente . -hipeolitico se, e somente se, .Z o for. Por outro lado,

Pju = 6vzfj (e_vu)

=e (e’“zfju - (zfjv)e’”u)

encerrando a prova de nossa afirmacao. [

Apesar de a condi¢do (4.55) ser dificil de ser satisfeita de modo geral, hd um caso
no qual ela € trivialmente vélida. Quando cada f; depende somente de ¢;, segue que Zj fr =

Zkfj = 0 se j # k. Isto nos leva ao

Corolario 4.22. Seja g = ((91(t1), g2(t2),- ... gn(tn)) tal que cada g;(t;) é elemento de
Ex(T). Se £ dado por (4.49) é globalmente .# -hipoelitico, o sistema £, descrito em (4.50)

serd globalmente .4 -hipoelitico se, e somente se, 0 mesmo valer para £, cujas equagoes sdo

0 : 0 .
Loy = g+ (040 () 5o+ g (=120, N).

Demonstragdo. Segue da hipétese e do Teorema 4.3 que % descrito em (4.52) € globalmente

A -hipoelitico; por ser imediato que ¢ satisfaz (4.54), inferimos dos Teoremas 4.3 ¢ 4.21 que

Z, é globalmente .# -hipoelitico < z ¢ globalmente . -hipoelitico
& .5:’?0 ¢ globalmente . -hipoelitico

& £, € globalmente . -hipoelitico,

como pretendiamos verificar. [
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Capitulo 5

Uma Classe de Sistemas de Operadores

Pseudodiferenciais

Neste capitulo, estudaremos uma classe de operadores pseudodiferenciais continuos
nos espagos £ ,(TY), que estende as classes de operadores definidas em [22]. Em seguida,
provaremos hipoeliticidade global para operadores que denominamos "com perda de derivadas"

e certas perturbagdes por operadores de ordem menor.

5.1 Uma Classe de Operadores

Definicao 5.1. Dados .# uma sequéncia peso e o € R, diremos que um operador linear
continuo a(x, D) : C*°(TN) — C®(TN) pertence a D, (T") caso existam C, h > 0 de forma

que
|D%a(z,n)| < C bt omyg - |all- (14 |n])°, Vo€ TV, Va e N, vn € ZV,
sendo a(x,n) = e " . [a(x, D)(e®")] o simbolo de a(z, D).
Notagdo 5.2. Denotaremos ;) (TV) := U @f (T™).
c€eR
Observacao 5.3. As classes @if/ (TN) sd@o uma generalizacdo dos operadores pseudodiferen-
ciais definidos em [50], visto que nenhuma exigéncia é feita com relacdo a operadores de

diferenga. O controle sobre o crescimento do simbolo é naturalmente similar ao das fungoes

ultradiferencidveis, visto que nosso objetivo é estudar operadores que ajam continuamente em

E 4 (TV).
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O préximo passo € estudar a relagdo entre o comportamento do simbolo de um ele-
mento em Qp//[ (T™) e de seu respectivo nicleo distribuicdo. Para tal, precisamos antes de um

lema.

Lema 5.4. Seja a(z,D) : C®(TY) — C>®(TY) um operador linear continuo. Se temos que

¢ € C®(TN), vale a igualdade

(al, =) e A —nm) - 4n).

£ezN nezZN

Além disso, se IC, € o niicleo distribui¢do de Schwartz de a(x, D),

a(&+mn,—n), V&nezZN.

Demonstracdo. Para provar a primeira expressao, observe que

(a(z, D)¢)(x) = alz, D) | 3 e

nezZN
=Y a(z, D)(e™) - (n)
nezZN
= > e a(an) - ¢(n)
neZN
:E: eurn EE: el
nezN £ezN
=) @) Y e @G, y)
nezZN cezN
=) @) > e -a¢—nn)
nezZN ¢ezZN
= > ey alc—n,n) - @)
¢cezN nezZN
=) e N aE —nm) - 4(n).
cezN nezZN

Passemos para a segunda identidade; K, € o tinico elemento em 2’'(TY x T) tal que

(al, D)), ) = (Kart0 @ ), Vip, 10 € C(TV).

Consequentemente,

Ka(&,m) = Tl (Ka(,y), e~ @w)En)y
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~ G+ () e )
_ (273)” {a(z, D)(e =), )
= o () ol —n).e)
= (27r1)2N . /1rN e (&) ~a(z, —n)dz
= Gy A€+ 0 ).
Estd provado o Lema. 0

Proposi¢io 5.5. Seja a(z, D) : C=(TVN) — C(TN) um operador linear continuo. Considere
Ko € 2'(TN x TV) seu niicleo distribuicdo. Fixado o € R, sdo equivalentes as seguintes

afirmagoes:
1. Existem C, hy > 0 tais que:

|Dga($777)| <C;- h'|1a‘ “Ma| - |CM|' ' (1 + |77|)U7 Vr € TN> V77 S ZNv Va € I\I(])V (5.1)

2. Existem Cy, ho > 0 de modo que:

ICa(&,m)] < Cy - inf

hE -y, - k!
keNg

(1+\€—+W) L+ )7, vEn ez, (5.2)

Demonstragdo. (1) = (2) : Consideramos primeiramente o caso em que & + 1 = (. Nesta

situacdo, pelo Lema 5.4,

o)l = g | [ oo

< Cp- (1+[n))”.
Se C" = C} e h' = max {hy, 1}, inferimos que

IKo(—=n,m)| < C" - (W)*-my - k!- (1 + |n])?, Vk €Ny, VneZV. (5.3)

Prosseguimos para o caso em que n # —¢. Aplicando novamente o Lema 5.4 e tomando /3

como no Teorema 2.20, obtemos:

Cal&,m)] - (14 [€ + n)* < [Kal&,m)] - 25 - (1€ +n))F

1 ~
< Gy A€+ n. =) 2 €+
< o[l )| 25 NP (64

(2m)"
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1

. k .
L (2V'N)

/T e+ )’ - em N L q(z, —n)ds

—_

) (gﬁ)k ) Df(e—ir-(&rn)) -a(z, —n)dzx

’]I‘N

/ e~ @& . DBg(x, —n)dx
TN

- (2VN)E /’]I‘N |Dla(z, —n)| dz

IN

1 (2V/N)E .

IN

IN

(
(2VN)* - Cr By - |81 (14 Inl)?
(2VN)* - Cy - By KL (1 [n])”
Cy - (2VN - hy)* oy - kL (14 [n])°

IN

IN

Ao considerarmos C” = C; = C" e h" = 2v/N - hy, inferimos que
Ko@) - (L+[€+n)k <O () -my KL (L+[0)7, §#£m, YhEN,  (5.4)
Tomando hy = max {h', h"}, deduzimos de (5.3) e (5.4) que
Kal€ml- (1 |+ nl)* < Co- by my - k- (L [0))°, Yk € No, %6, € Z,

demonstrando 5.2.

(2) = (1) : Escrevemos inicialmente, usando o Lema 5.4,

a(z,n) = Z emea(67n)

ezZN
= 3 e )
geLN
= (@m)" 3 IR (E ).
gezN

Por conseguinte,

ID2a(z, )| < @m)N Y (1+ |6 =)l [Ka(€, —n)|

cezN
—~ 1
< @030 [+ g = )R K, )l -
(2m) gz;( 1€ —nl) Kal€, =)l AT E—n)™
Aplicando a hipotese e as Observacoes 1.28 e 1.29, concluimos que
|Dga(x,n)| N la|+2N 1
e BT (9 )V . [C-h  Mjalsan - a+2N!]-
(i = 07 2 (O AT a4 280 e

cezN

1 lal
< l(%)N Co-h3N > W] - [h2 - Cpany - Brany]™ - myay - la!.

0czZN
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Denotando C; = |(2m)N - Cy - h3V - Z

1
2 eh; = [hg -Cpany - B{QN}} , segue que
0eZN

(1 +16]
ID2a(z,n)] < Cy-hi™ - myay - lall- (1+ |n)?, Yz eTV, vpeZV, Ya e N},
como pretendiamos demonstrar. 0

O préximo passo € mostrar que um operador na classe @p/// (T™) leva continuamente
elementos de &€ ,(TV) em & ,(TY). Precisamos antes, ndo obstante, de dois resultados técni-

COS.

Lema 5.6. Existe A\(N) > 0 tal que, se [ € € 4 1,(TY) (veja Definicdo 1.30), entdo

(1+ JED*

FOI < IflLy, - inf ( ) ve ez,

keNy

para qualquer h > 0.

Demonstragcdo. Sem perda de generalidade, assumimos h > 1; note que

- 1
0= Gy

f(x)dx.
TN

1
< G / f @)l < sup |F@)] < 1]

zeTN

1
Logo, para £ = 0, vale a igualdade desejada desde que A > 1 > 7
Fixemos £ # 0 e k € N; com o mesmo argumento utilizado na prova do Teorema 2.20,

encontramos 3 € NI de modo que |£[* < (vVN)* - |¢8| e |3| = k. Portanto,

(L4 €D - 1F©) < 2¢- (e - 1F©)l)

28 (VN)*- (€7 (&)l

(2-VN)* - [DPf(€)|

@ VN s [ D@l

(2m)»
2 VNN £l B mys - 18]

INIA

VAN

IN

Isto é,
L+ 1D FON < U lgn - (-2 VNYF oy - [K|!, VE #£0, VE € ZV\ {0}

Unindo a desigualdade acima as anteriores e tomando A = 2 - v/ N, concluimos que

(A~ h)k - my, - k!
(1+1€D*

encerrando a demonstragao. [

FOI < IflLy - inf ( ) veez,

keNy
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Lema 5.7. Existe 0 = (N) > 0 tal que se g € € 4(TV) e

R ) my, - p!
< cinf [ ——2 7N

para Cy,6 > 0, entdo g € & y9/5(TY).

Demonstracdo. Escrevendo g(x) = Z G(€) - €, temos para qualquer o € N}

cezN
Dog(z) = Y £+ §(¢) - e~
cezN
Logo,
1
D~ A (1 lol+2N7  _ —
D@ < 3 1906 (416D ] s
m|a|+2N-(|oz|—|—2N)! 1
< ggv {01' slal+2N } ' 1+ [€))2N
1\ 1 Bpany - Ciany .
< C1 : (3) : gé;\, W : [f] T My - |Oé“7

aplicando as Observagdes 1.28 e 1.29. Consequentemente, se 6 = Bany - Caony, estd provada

a afirmacdo. [

Teorema 5.8. Se a(z, D) € D,/ (TN) e f € £ 4(T"), entdo a(x, D) f € € 4(TV). Além disso,

a aplicacdo a(x, D) : € 4(TV) — € 4(TV) é continua.
Demonstragdo. Por definicdo, existem C, h; > 0e o € R, tais que
|D%a(z,n)| < Cy - h'la‘ Mol - lafl (L+|n])7, Vo e TV, vne Z¥, Va € NJ'.

Através do Coroldrio 1.35, precisamos somente mostrar que, dado k£ > 0, € possivel encontrar
¢ > 0 tal que
a(a:, D) : 8{///7]{(TN) — 51///75<TN)

é bem definida e continua. Assim, iniciamos com uma sequéncia {u,},y em & 4 x(T"), con-
vergindo para 0. Provaremos que {a(z, D)u,}, .y C E4.¢(TY), para algum ¢ > 0, e que
la(x, D)un| 4, — 0.

Pelo Lema 5.4, dados ¢ € € 4 1(TV), £ € ZN e j € N,

(a(w, D)p)(©)] - (L+ €Y < S [a(e — nom) - ()| - (1 + [€])?

neZN
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NS E )l - ()] - (L €Y.

nezZN

< (20" - [(0) + ()], (5.5)

com

= S K6 =l - 1@ - (1+ [E]Y,

1€l

Inl<%-
= D K& =l - 1@(m)] - (1+ [€]).
> 15!
Comecemos estimando (x): se || > 2|n|, entdo |{| < [ —n| + || < | —n| + = \5!
Consequentemente, || < 2 - |¢ — 7|. Logo,
< D K& =)l - 2] - 27 - (14 [& =y
Inl< 13!
<2 Co-hb-my-gte Y e (L4 ),
‘77|<‘£‘
aplicando a Proposi¢do 5.5. Definimos b = [|o|] + 1; utilizando o Lema 5.6, segue que
(%) < Co- (2ha) -y - 5= Y [@(n)] - (1+ [n)"
nezZN
. , A 1
< Gy (2ha) -my -1 > (J@m)] - 1+ )N - ——x
N (1 +[nl)
neZ
J i b+2N | 1
<Gy @h) om0 (Illgs B2 oy - (b 2N)!) o
N (1+1nl)
neZ
1
Definindo C3 = Cy - (A\k)"*2Y - my oy - (b + 2N)! - Z g inferimos que
. (L+nl)
nez
() < Co- el g - (2ha) -, -t (5.6)

Prosseguimos para a estimativa de (xx); como |[£| < 2 -, empregando por mais uma

vez a Proposi¢do 5.5 e o Lema 5.6, além das Observacdes 1.28 e 1.29, inferimos que

< > IKUE =) fm)] - 27 - (1 + [y
In|> &l

< Y G (LD -1 - 27 - (1 + [n])’
In|> &l

1
<Cp-2-) (1 RN L

lel
InI>1%
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1

< Co- 2 fpll - RO myspan - G4+ (042N Y e
|

1 | | o
< Gy (M) Z W ell g x - (2AK)7 - my - Cfb+2N} gt be+21v}~

nezZN

Portanto, se tomamos Cy := Cy - (Ak)>F2V . Z concluimos que

2 T )

() < Ci - 9]y - (M Covany - Biowany) - m; - ! (5.7)

Escolhendo Cs5 = (2m)" - max {C3, Cy} e h = max {(2hs), (2Ak - Cppiany - Bosany) ), de-
duzimos de (5.5), (5.6) e (5.7) que

(a(z, D)p)(§)| < Cs - ||90||/[,k - inf (W

J€No
Pelo Coroldrio 2.14, a(x, D)y € € 4(TV). Além disso, segue como consequéncia do Lema 5.7

), Ve e ZN.

que ¢ € & 4on(TY),
a(x, D) : 5///’k(TN) — 8%7g(TN)

estd bem definida, denotando ¢ = 6 - h, e |[a(z, D)¢|| ,, < Cs - [|¢|| > para algum Cg > 0.

Retornando ao problema original, segue que
la(z, D)unll 40 < Co - lunll g = llalz, D)unll 4, = 0,
provando o resultado. [

Ap6s a continuidade, abordemos agora a composi¢do de operadores em QP‘” (TM).

Teorema 5.9. Sejam a(x, D) € D7 (TV) e b(x, D) € ©;7(T"). Nesta situagdo, o operador

composigdo a(x, D) o b(x, D) € D7

pa+w

(aob)(,n) =Y e a(z, &) b(& —n,n).

ceN

(TN), e seu simbolo é dado por

Demonstragcdo. Consideremos primeiramente

F(ZL’, 77) = Z 6”.(6_77) ’ CL(I', 5) ’ b(g - 77),
¢ezN
mostremos que I'(x, n) é um simbolo e o operador I'(z, D) € ©f+w (TY). Dado o € NYY,

D(T(w,m) = Y D2 (e - a(x,€)) - b(& —n,n)

cezN
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_ Z (g) Dg_ﬁ(eix-(f—ﬂ)) . Dfa(x,f)] /b\(g —1,1)
gezN LB<a

_ Z (g> (€ — n)oF . (e ey . Dga(x,g)] “b(E—nm)

¢ezZN LB<a

Aplicamos o Lema 5.4 e a Proposicao 5.5:

DACENEDS Z( )|§—n|'a—ﬁ'-|D£a<x,§>|-|6<§—n,n>|

£ezZN BLa
"2 ( >\f = | Doa(, )] - (€, —n)
cezN fLla
NI Y ( )|§ P 81 (1 + 1) T (€, =)l
£eZN BLa

Aplicando a Desigualdade de Peetre,

D ( —~
|(1Tn| 2.2 ( )!6 =1l * (o mya BN (1 + 1€ = ) (€, )]
ez BLa
< 30 (5)(Con i B+ 1€ ) ot )
gezN BLa
Sep=|lol] +1,
D2 ( —~
T EDD D () (o b 181 - (L [ =l (6, =)
A+~ =
L [¢ =)t - Ky (€, —n)
<> Z( ) (Cohy"myg |81 - (
(1+[§—mn)>N
gezN B<a
Denotando ( = p + |a| — | 8| + 2N e usando a Proposi¢ao 5.5, deduzimos que
DY( C--hS - - (14 ||
W Z Z < ) C2h|16|m\6||5|!)' (G ?()1 Tjﬁ _)nl)(QN i)
gezN BLa
1B1+¢
RS Z( ) (CoCs) - max{f(Lianrlsé n|)m|ﬁ+< (181 + Q!
£eZN BLa

Repare que || + ( = p + |a| + 2N e portanto, a série acima nao depende de |3|. Por

consequéncia,

|D3(F($,7}))| (1 + |n)* Z glof (CoC5) max {hyhg )71 ‘+2Nmp+|o¢‘+2N<p+ o —|—2N)
(L + [n[)° N (L+ 1§ —nl)*N
ez
Denotando Cy = Cy - C5 e hy = max {hq, h3}, segue que
1
(T+1[€—nl)2N

| DS(T (2, )| < (L+]n)) 7 Cuby Y

cezN

(2h4>|a| “Mpt|al+2N° (p+|a]+2N)L.
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Se C5 = C hb™2N
S ,5% +|£ U

Observagdes 1.28 e 1.29 que

e hy = (2 “hy - Cpprony - B{p+2N}) , inferimos das

|D2(C(w,m))| < Cs - h™ oy - o]l (1 + |n])7+.

Logo I'(z, D) € 7 (TY).

Por outro lado, pelo Lema 5.4,

a(z, D)[b(x, D)(p)](x) = Y ¢ - a(x,€) - (b(x, D)p) (€)

cezN
=D, D BE— ) - ()
ceZN nezN
=37 % N a(e,€) - BE —n,m) - ($(n) - )
£ezN nezN

=SS D a(w,€) - b(E — )| - () - )

nezZN | eezN
= | Y e a(a,8) b —nm) | - @),
nezZN cezN

0 que prova a férmula para o simbolo da composi¢do enunciada. 0

Antes de encerrar a secao, faremos um breve estudo sobre o transposto de um elemento
de ©,7(T"). Provaremos que se a(z, D) € ©;%(T"), a(z, D)" também pertence ao espago.
E mostraremos estes operadores podem ser estendidos continuamente a &', (T"). Para tal,

precisaremos primeiro estudar as acdes de elementos de C‘Dp/” (T™) nos espagos de Sobolev.

Proposicio 5.10. Se a(x, D) é um elemento de ©,” (TV) de ordem zero, entdo pode ser esten-

dido como um operador continuo de L*(TY) em L*(TV).

Demonstracdo. Pelo Lema 5.4, para cada ¢ € C*(TV) temos

(alz, D)@)(€) = > A& —n,m) - ¢(n), V& € ZV.

neLN

Consideremos agora a seguinte aplicagao:

CRNAVANEEINAVAS

Zei= YA€ —nm) -y

nezZN

(yf)gezN = (Z€>§EZN
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Verifiquemos que = estd de fato bem definida. Com efeito, aplicamos a desigualdade

de Holder, o Lema 5.4 e a Proposicao 5.5:

zel> < [ D 1@ —n.m) - vyl
nezZN
<D faE—nal] - D @€ —nml- v
nezZN nezZN
CthngN(QN)‘ —~ 2
< Z oN : Z ‘a(f - 77777>’ ) ’yﬂ‘
HEZN (1 + |§ - 77|) UEZN
Co - 2N g - (2N)! ~
S Z 2 21 2N2N Z ‘Cl(g - 777”)’ ’ ’yﬂ‘2
HEZN ( + |77|> WEZN
<Cy- | D[ —mnm)l -yl

nezN
Pelo fato de [a(§ — n,n)| ser limitado, segue que (2¢), ;v estd bem definida. Resta-nos provar

que a sequéncia é um elemento de (?(ZY).

Dol <Gy Y faE =)l lyl”

gezN ¢eZN nezZN
<Cy Y Y[ —nn)l -yl
nezZN eezN
CQ : th s MaonN (2N)'
< (s Z ) - Z 12 2N
nezN cezN ( + ‘g - 77’)
CQ : h2N cMopN - (QN)'
<Cs Z lyal” - Z ; 2N
nGZN EGZN (1 + ’5‘)
<Ci ) lul
nezN

Portanto = é bem definida e continua. Pelo isomorfismo existente entre L*(TY) e (2(ZY)

(através dos coeficientes de Fourier), estd demonstrada a proposicao. [

Corolario 5.11. Para cada s € R, a(x,D) € D;/(T") se estende como aplicagdo linear e

continua de H*(TN) a H*=°(TY).

Demonstrag¢do. Denotemos por (1 + |D|)" o operador pseudodiferencial cujo simbolo é dado
por b, (x,n) = (1+ ||)". E imediato que (1 + |D|)" € ©,7(T"). Mais ainda, pode-se verificar
(1+ |D|)" define um isomorfismo entre H*(T") e H*"(T"), com aplicagio inversa dada por

(1+1D]).
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Desta maneira, dado a(z, D) € ©;%(T"), tomamos o seguinte operador:
A(z,D) = (1+|D|)* ?oca(x,D)o (1+ |D|)~".

Pelo Teorema 5.9, A(x, D) é um elemento 33%’ (TV). Assim, se estende a um operador continuo

em L%(T") (Proposicdo 5.10). Consequentemente,
a(z, D) : H*(TY) — H*7(T")
estd bem definida e é continua. [

Recordemos agora que se a(z, D) : C(TV) — C°°(T"), seu transposto serd a apli-

cagdo a(z, D)! : 2'(TN) — 2'(TV) que satisfaz a seguinte relago:
(a(z,D)"(u), ) = (u,a(z, D)(p)), Yu e Z'(TY), Vo € C=(T"). (5.8)

Proposi¢do 5.12. Dado a(x, D) € ©;7(TV), a(z, D) (H™(TY)) C H™°(T"), para qualquer

r € R. Além disso, a aplicagcdo
a(z, D) : H'(TY) — H"(TV)
f = a(zD)f
é continua.

Demonstragdo. Fixada f € H"(TY), definimos o seguinte funcional linear:
d;: H(TV) — C

v lal@ D)), f ],
€H-"(TN) €H"(TN)

com a notagdo (, ) se referindo ao pareamento nos espacos de Sobolev. Pelo Teorema de Repre-

sentagdo de Riesz, existe uma tnica u € H"~°(T") de modo que
(a(z, D)(v), f) = (v,u), Yv e H"(TY). (5.9)
Estabelecemos

U H(TY) — H"7(TY)

f =
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No caso particular em que v € H°"(T") é um elemento de C>(T%), segue de (5.8) e (5.9)

que

(aw, D)'f,v) = {f,alz, D)(w)) = (alz, D)(v), f) = (v,u) = (v,¥(])) = (¥(f),v).

o que nos permite concluir que a(z, D)" (H"(TY)) ¢ H™~7(T).

A fim de comprovar a continuidade, note que

|5 (0)] < lla(z, D)oll gy - || ]

ey < 0@ DY el 1 g
o que implica que
19411 < lla(z, DY - I Nl ooy -
Utilizando de uma das propriedades do Teorema de Riesz, temos
1l ooy = M1l o vy = (111l

€ por conseguinte

H\I/(f)”HT*U(’]I‘N) = Ha(an)tﬂ

oy < 10, DY 11 gy
finalizando a prova do resultado. [

Lembramos também que o adjunto formal em L2(T%) de a(x, D) é o operador deno-

tado por a(z, D)*, que satisfaz a seguinte condicéo:

(a(z, D)f,9)2 = (f,a(z,D)*g)2, Vf, g€ C(TY).

Decorre da Proposi¢do 5.12 que a(x, D)' leva fungdes suaves em fungdes suaves continua-
mente. Consequentemente, hd uma relacdo entre o transposto € o adjunto formal, dada da

seguinte maneira: para f,g € C*(T") quaisquer,

(a(z.D)f,9) = (f,a(z, D)'g) = (a(z, D) ,9); = (f-a(z, D)") s = ( f.a(, D)g ).

Por conseguinte, para cada g € C*°(TV), a(z, D)'g = a(x, D)*g. Logo,

a'(x,n) =e 1. [a(x, D) (eix'n)]

— ¢ Ja(z, Dye|

= elzn . [a(az, D)*efi:p.n]

= a*(m, _77)'
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Encontremos a transformada de Fourier de a*(z, n):

Fem) = G [ @
— (27;1\/ . /]I‘N e em N L q(x, D)* (™M) dx
— (2;>N . /TN e~ @) gz, D)* (M) dx
g ol DY, )
~ oy (el DY),
- e T DI )
~ G e P B E)

—

= (27T)N ) Ka(na _5 - 77)

Proposicio 5.13. Se a(x, D) € D7 (T"), seu adjunto formal a(x, D)* e transposto a(x, D)"

pertencem a ;7 (TV).

Demonstracdo. Pela igualdade anterior e pelo Lema 5.4,

— 1 —~ —_
ICa* (5,77) = (27T)N ' a*(€ + 1, —77) = ICa(_na _5)7 \vfa ne ZN'

Tome ¢ € N, de modo que || < ¢. Dado k € Ny, inferimos da Proposicéo 5.5 e das Observa-
coes 1.28, 1.29 que

Ko (6,1)| = [Ka(—n,—€)]
Co - W™y - (k 4+ q)! - (14 [€])°
= (1 + [€ + n))F+a
_ O by mpyg - (k4 @) - (L )7 - (14 €+ )7
= (1 +[€ +nf)F+a
(Cy-hg) - (ha- Cy- By)" -my - k- (1+ In))”

<

- (L+[€+n))k
Cghlgmk/{?'(l‘le)g

B (1 +[§+nl)* '

Logo,

’Ca* ) < (s - inf 3 — | - (1 + 07

e portanto a(x, D)* € ©;”(T"), novamente pela Proposi¢do 5.5. Por fim, a(x,n) = a*(x, —n)

e entdo o mesmo vale para a(x, D)". O
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Finalmente, vejamos que elementos de @f’ (TV) sdo estendidos continuamente para
2',(T"). Segue das Proposi¢des 5.8 € 5.13, que a(x, D)' : € 4(TVN) — £ 4(TV) € continua.

Do Corolério apés a Proposic¢ao 19.5 de [53], concluimos que
a(z, D) : 2'4(TY) = 7/, (T")

€ continua (para uma melhor compreensdo da topologia imposta no dual, veja o Teorema 12
de [39]). Note que, se iniciamos o raciocinio com a(z, D) ao invés de a(z, D)!, deduzimos a

mesma afirmag@o para a(z, D)".

5.2 Uma Familia de Normas

Nesta se¢do, definiremos uma familia de subespagos normados de 2, (T%), no qual

M serd uma sequéncia peso fixada, satisfazendo (1.1), (1.2) e (2.11).

Definicdo 5.14. Fixados §,0 € R, denotamos por (DE) .z 5.0 (TV) 0 espago das ultradistri-

buigoes uw em 2',(TV) tais que

Sl™ - (1 n 2s(3)
Tl s = S [sup(" (1+1€) )} At D - 1P < oo,

€N n€Np my - n!
1, sed>0
com s(9) = sgn(0) = .
—1, sed <0

Observacao 5.15. Para que a Definicdo 5.14 faca sentido quando 6 = 0, iremos considerar

0° = 1. Logo, uma ultradistribui¢do u serd elemento de (DE){ z,0.0)1(TY) se, e somente se,

2 o ~
ullf 0.0y = D, (L+ 16D - [a(€)] < +oo.

gezN
Observacao 5.16. Repare que estes subespacos normados podem ser considerados Espagos de
Sobolev para Ultradistribuicées, nos quais colocamos como peso a exponencial da fun¢do peso

associada, tratada na Se¢do 2.3.

Proposicao 5.17. Considere 01,02, 01,09 € R tais que 6, < 5 e 01 < 9. Entdo

(DE) (52,0203 (TN) C (DE) (. (51,001 (TV).

Além disso, se u € (DE) (. (52,003 (TV),

||“||{///7(51,m)} < ||u||{//7(62,02)}'
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Demonstragdo. Suponha u € (DE){.z (55,0, (T ). Por hipétese, o5 > 07y. Logo,

S l™ - (1 n 2s(2)
el oy = D {Sup (l . .Z!\ﬂ) )} (L4 1€)) - |a)?

cezN nENp mp
5o |™ - 1+ n 25(62) Y .
gezN K0 no

2
2 Nl s 6200 -

Consequentemente, u € (DE){z.(5,,01)1 (T ) € ||u||{%7(52’02)} > ||u||{//[7(52,01)}.

Provemos agora que [|ull; , 5,01 = 1Ull{z.(5.0,)1- Supondo o5 > 461 > 0,

B - (LD o (Lt e

My, - N - My, - N

, Vn €Ny, V¢ eZV.

Por conseguinte,

or. (1 n 2 5 (1 n 9
o (B8] g (L) e

o que implica que

5. (1 n\ 72
1l oy = 2 {p (— Lol )} L+ g ale)
EEZN neNg n .
o (1 n\ 12
> 3 [ (B s o
EGZN neNg n .

2
2 [lulls 61,00 -

Quando 95 > 0 > 97, repare que

qup I o T B A D™
neNg My - 1 T 7 laen, My -n! ’ ’

2 2
€ portanto HUH{//,(ag,al)} > HUH{K//,(al,ol)} :
Finalmente, se §; < d, < 0,

memmw] . {wﬂ”-\(lﬂélq Vi € No, V¢ € ZV.

my, - n! My, - 1

91| > |92]. Consequentemente,

Por conseguinte,

ap (LAY 5 g (B0 o e

n€Ng My - n' n€Ng my - 7’L'

Elevando ambos os lados da equagdo a (—2), inferimos que

aup (|5lr"-|<1+|s|>n)}‘2 < [ou (|62|"-|<1+|s|>">]‘27 -

neNy My, - n! neNy My, - n!
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) 2 2
Desta maneira, ||u||{//[7(52’01)} < ||u||{///7(51’01)}.

Em todos os casos, chegamos a conclusdo de que ||ull; /5,01 = 1%l 51,001 OV
seja,
”UH{//,(&,UI)} < ”UH{//,((SQ,UI)} < ”UH{//,((SQ,@)}v
de acordo com o que desejavamos provar. 0

Relacionemos agora os subespacos (DE)( z 501 (TY) com os espagos Z,(TV) e

E (TN,
Proposicao 5.18. Sejau € Z',,(TV). Valem as seguintes afirmagoes:
1. w€ & 4(TN) se, e somente se, existem § > 0 e o € R tais que u € (DE)( z5.03(TY).

2. u € E4(TN) se, e somente se, existe 6 > 0 de modo que u € (DE) .y 500 (TY), para

qualquer o € R.
3. u€ (Dg){(//ﬂ((;,g)}(TN), Vo < 0, Vo € R.

Demonstragdo. Primeiramente, observe o seguinte: se provarmos a suficiéncia de 2, automati-
camente teremos comprovado a suficiéncia de 1. Por outro lado, a0 demonstrarmos a necessi-

dade de 1, imediatamente a necessidade de 2 estard verificada. Dito isto, iniciemos a prova.

(1) (<) : Por hipétese, existem C,J > 0 e o € RY de forma que

3 [sup (ﬂ)} (1) - fa() = ¢

cczN n€Ng mp-N

Por conseguinte,

sup
n€eNg

(5" (L4 [¢)"

My, - 1

)-aira@lsc e
Se o >0, (1+ |£])° > 1. Nesta situagdo,

N . mnn' N
[a(§)] < C'nlélgo (m) , VEeZ”.

Pelo Coroldrio 2.14, u € £ ,(TV).

Para 0 < 0, considere L € N tal que —o < L. Entdo

L+ 7 <(P+[ED" = (1+[E)" < @+
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Logo
0" - (1+[¢)"*

My, - N

Ja@)l < C, VeEezV, VneN,

Escrevendo k = n — L, inferimos que:

(14 Je)*

Consequentemente, segue das Observacdes 1.28 e 1.29 que

. N\*" /1 K
i fa@ <0 (5) - (50w B ) mek, veez¥ vhen,
1\ " 1 o
Tomando C; = C - 5 eh; = 5 Cyry - Byry |, inferimos que
. . hY - my, - k! N
[a(§)] < klg\?o (W) , VEeZ”,

e decorre novamente do Coroldrio 2.14 que u € £ ,(TYV).

(2) (=) : Fixemos u € & 4(T¥); entdo existem C, h > 0 tais que
la(E)|(1+ €N < C-h™ -my, -n!, V¥n €Ny, V&€ ZV.

Dados ¢ € Z" e 0 € R, tomamos M € N de modo que M > o. Além disso, denotamos

My, - 1

2
| i o (5.10)
Neste caso,

() < {M} At D age)P

My, - n!
Z O (LA [E - (1 [P - Ja(6)
(m - nl)? - (1+ [€])>Y

2" - i N 2(M+N
R
0% - (L4 D™ -]y pocareny _ .
<[ o GO0+ )] i

Escrevendo A = 2(M + N), segue que
H2n . 1+ 6 2n | ,&/5 1
o [ 0 N

) {62" (416D - o) _mgn-@n)!] OBy
Mo @)L () ] (T €D



Uma Classe de Sistemas de Operadores Pseudodiferenciais 117

De (2.11) e (2.12), inferimos que

[an - (2n)!

(e l)? } < (2H)™.

Por conseguinte,

(1 2%. i R Y\
Moy - (2n)! (L4 [¢)>~
1+|§|2” |u( )|] oy C - h*omy - A
- (20H )™ -
[ N N
C h/\ m)y - Al
<C- 26hH)
(L+ €)Y
1
< (C%-hmy - A) - (26hH)* - —
= (T ) ORI e
Observe que, se B := (C? - h - my - Al), entdo B depende somente de u, o e N.
Tomando § = o I inferimos que
() < ! (5.11)
- @+ '
Associando (5.10) a (5.11), obtemos
5n'<1+|§|)n ? 2 N 2 1
L SR o1 VA A | o, <B.—
[ | DT MO < B
Pelo fato do lado direito da desigualdade ser independente de n,
5”‘(1+|f|)n)r 2 N 2 1
sup | ——mmM— (14 7 la <B-————
s (TN e @ < B
Ou seja,
o" - (1+1¢))"
2
8 ey = 32 s (TN 1y g i@ < B Y ke

gezZN §eZN

0 que nos permite afirmar que u € (DE) %7(570)}(’1‘]\7 ) para todo ¢ € R, sempre que § <
1

h-2-H

(3): Comecamos fixando u € _@%(TN ), 6 < 0e o € R; demonstraremos que u é elemento de

(DE).wr (5,01 (TY). Pelo Teorema 2.6, para cada £ > 0, existe C. > 0 de maneira que

my, - 1!

[a(&)] < C. - sup <w> . VeezN. (5.12)
n€eNy

Dado ¢ € ZV, denotaremos

@)= [sp (02 '5””)]_2 (14D ()

n&ENp my - n'
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Para L. > o natural e £ que serd escolhido mais adiante, decorre de (5.12) que

0 < Sup(|6|n-<1+|a|>n>] e Je sup(e”'“*"i‘)")r

| n€Np My, * Tl' neNy my - n'

B n n —2 no . no 2
Ln€No M, - 102 Mgy * No!

IO g [ (20

Mng+L+N) * (Mo + L+ N)! Mg - Mo

<( ) M(no+L+N) * 7’LO+L+N>!)2'<3)2710‘ 1
S = 5) T
2ng
1
B 2o (£ -
< (i) - Comm-Buc™ () g

2n
€ 0 1
< ) .= -
(|6|L+N) <C{L+N} Bueem |6|> ENE
51

IN

See = , concluimos que

Cirany - Birany 1

(1) < Ci(0r0) -
> Uq(o, :
(1 +[€])¥
Logo
(L+lehm 17 2 176\ [2 1
ol s = 3 [sp L] 1 6 (@) < o) S e
brloe)) 5% nebo My - 1L+ [0 ;V (T+1¢)>N

Pela arbitrariedade de 6 e o, concluimos que u € (DE) ;.4 5,01 (TY), V0 < 0, Vo € R. O

Antes de encerrar a se¢do, provemos um resultado que serd fundamental posterior-
mente.

Lema 5.19. Considere f € £ ,(T); entdo existem &y, B, p > 0 tais que
1l omyy < B-p"-my -kl Yk € Ny, V6 < 6.

Demonstragdo. Fixados & € ZV, k € Ny e § > 0, novamente escrevemos

(x) = [M] I )R (5.13)

My, - 1

Assim,

S (14 €)1 (1 + |€))2®+M | f
<[]

(L [P F (9]
(1+ 1€y

IN

(m,, - n!)?

[|f<§>| 57 (14 [¢])>
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(L+[€)* ™™ - [f(©)]

_ f@L- - (4 D> man - (20)!
- (T + [N

Moy - (2n!) (my, - n!)?

Como f € € 4(TV), existem C, h > 0 de maneira que
FO]- A+ 1E)" < C-h"-my, - nl, YneN,, V¢ ez,

Além disso, por (2.11) e (2.12), existe H > 0 de forma que

[

} < (2H)™.

Por conseguinte,

()-8 - (L+ )™

Moy - (2n!)

C- 2N mygeny - (2(k + N))!
(1 +[€])2Y

F(©)]- (26H)™ - (1 + €)™ | mageen) - (2(k + N))!
Moy, - (2n!) (1 + (gD

()] - (20H)™ - (1 + [¢])™

Moy, - (2n!)

(x) < - (2H)™

< (C-12N)- () [
) moj - (2]{3)'
(1+ €)Y

(1+ g™

<(C- hQN) - (h - By - C'{zN})% : [

~

[F(OI- (26H)™ - (1 + |¢])*

Moy, (2n!)

< (C-h*N)-(2hH - Bgany - Cpany)™ -

(1+ &)

_ N2 . ] 2k | o R T
<(C-h")*-(2hH Bpny C{zN}) (20hH) (14 [£])2N

< (C-r*N) - (2hH - By - Crany)® - [C - B - (26H)*"] -

1
Considere § < ShA Neste caso,

() < (C W) GhH - By - Coam)™ - (7 e

(5.14)

Aliando (5.13) a (5.14), temos

" (1+[€))"7” P (my - k1)?
[W (L 1ED* 1O < (C- 1Y) (2hH - Bawy - Cranp)* - NG
Pelo fato do lado direito da equagdo ndo depender de n,
5 (14 1€)"\ 17 - my - k!)?
{:3\% (%)} (LHIEN* - FEP < (C-hN)Q-<2hH'B{2N}'C{2N}>2k'W-
Portanto, se tomamos
1 1
82: Z W, B:C‘hN'S, pZQhH'B{QN}'C{QN}e(S[):%_H,

tezN

concluimos através da Proposi¢do 5.17 que
1l omyy < B-p"-my - kL, V8 < 8o, Yk € Ny,

de acordo com o que pretendiamos demonstrar. [
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5.3 Sistemas com Perda de Derivadas

Nosso proximo objeto de estudo serd uma subclasse de sistemas de operadores de
33{/ (T™). Verificaremos que todo elemento desta subclasse ndo s6 € . -globalmente hipoeli-

tico, como também permanece .7 -globalmente hipoelitico para certos tipos de perturbagdes.

Definicdo 5.20. Considere a,(x, D), ay(z, D), ... aq4(x, D) € D (TV), para algum q € N, e
denotemos por A = (a1(x, D), ..., a.(x, D)) o sistema formado por esses operadores. Dire-
mos que A é globalmente ./ -hipoelitico com perda de r derivadas, com r > 0, caso existam

constantes C'; 0 > 0, 0y < 0 e kg € R, tais que

k
||U||{,//z,(5,a+k—r)} <C-: lfgfg] a;(x, D)UH{%,(M)} + 0% - my, - k! HUH{,///,(a,ko)} )
para quaisquer k € No, u € 2',(TN) e g < § < 0.

Teorema 5.21. Todo sistema globalmente . -hipoelitico com perda de r derivadas é de fato

globalmente .# -hipoelitico.

Demonstragdo. Sejau € 9',(TV) tal que a;(z, D)u € € 4(T"), para 1 < j < q. Escrevendo

gj := aj(x, D)u, decorre do Lema 5.19 a existéncia de B, p, d; > 0 tais que
||9j||{//z,(5,k)} < B-pk my - k!, 1< <q, V6 <6, Vk € Ny.
Logo,

k
||u”{//l,(6,o+kfr)} <C- gfg] ngH{//;,((s,k)} +C 0% - my - k! HU”{//z,(&,ko)}

<B-C-p"-my K+ C- 0" my - B lully 500y -
Portanto, se '} = max {(BC),C} e hy = max {p, 0},
lllp sospmy < Ci - hE - kY- (1 n ||u||{//[7(5’k0)}> . VkeNy, §y < <0. (515

Fixados j € Ny, £ € Z" e §y < § < 0, denotaremos

(2)(€) = |sup LD

n€Ng My - n'

] Ja@P - (1 + .

Tomando ¢ € N tal que ¢ > r — o e aplicando (5.15), além das Observacdes 1.28 e 1.29,

obtemos:

n&€Np My - n'

-2
} Ja(@))? - (14 [g>uraro)
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- ZV [Sup (’5|”‘(1+’”Dn>]_2-ya(n)\2-(1 A

n€eNg My * Tl'
2

< Wl 5 j1qto—m3

2(7 . 2
<O myg - (G + @) (1 + HUH{//Z,(J,ko)})

. . . 2
A 2

< (Cy-h{)?- (h1 - Cgy - Brgy)® - [my - 517 - (1 + ||“||{//z,(6,ko>}> :

Note que o lado direito da desigualdade acima é independente do & fixado. Por conse-

guinte, ao escolher Cy = C - hi e hy = hy - Cyqy - Bygy» verificamos que

(|5!”-(1+|£|)”

my, - 1!

-1
sup )1 @i < o nmg it (14 Tl o)

n€Np
para quaisquer £ € Z", j € Nye dy < & < 0. Por conseguinte, para quaisquer £ € Z", j € N

e dp < 0 < 0, segue que

{Sup <\5\” (1 + \f!)”)} - _ (uﬁ a()] < C - <1 4 HUH{//Z,((S,kO)}) . 2%

neNp My - n! 2h2)j sy - j'

Somando em j, temos

<|5I"~(1+|€|)”)]_1,< (1 + I€D’

my, - n! 2h9)7 - my - 7! .

> [sur ()] < 20+ (1+ lull ) -
j=0 H=TO

Em particular, para quaisquer £ € Z" e § no intervalo (dy, 0),

[sup (’(5| (1 + ’f‘) )] -sup ( h > |ﬁ(€)| < 202.<1+ ||U||{///,(6,k0)}> .

n€ENg my - n' n€Np my - TL‘

(5.16)
Fixemos entdo &, € Z" arbitrdrio; nesta situacdo,

(|5|" (14 |£o!)")}_1 _ [|5|"°n~1(1 + |§o|)"“1_1,

My, - N no * Mo!

[sup
neNp

para algum ny em Ny. Logo, por (5.16), para quaisquer k € Ny e 6y < 0 <0,

k+ng
RHEE e (5)

: ~[i(&o)| < 2Cy - (1 + HUH{/[,(&I@O)}> :

Mg * Mo Miing - (K +1np)!

Isto €,

] no ng m no k+n '
[a (&)l - (1 +[&o])* < 2C, - (1 T “uH{(//l,((iko)}) I N (k £ o)

M+ No!
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< 20, - (1 + ||u‘|{//[7(5’k0)}> (2h2)k . (2h2|5|) o Mk+ng 0

Mgy = No!
Aplicamos agora (2.11) e (2.12): como

Mitng (k + no)'

< (2H)M™ -y, - kL,
M * To!

segue que
|@(&o)| - (1 +1€o])" < 2C, - (1 + HUH{J//,(é,ko)}) < (2h2)" - (2h0)"™0 - (2H)M0 -y, - !

<20« (1 lull sy ) - (HEha)" - (haHIB)™ - -k

Fixado § < 0 de modo || < g7, teremos (4hy H|J|)™ < 1 para qualquer ng € N.

Logo, estabelecendo C3 = 2C - (1 + ||u|]{(///’(57k0)}> e hy = 4H h, concluimos que
[a(&o)| - (1 +1&o)* < Cs - hs -1y K1, Wk € No,
com o lado direito sendo independente do &, selecionado. Portanto

hE - my, - k!
N < B 3 N
)< ot (B2 e,

e assim u € Ey;(TV), pelo Corolério 2.14. O

Ap6s verificar a . -hipoeliticidade global dos sistemas com perda de derivadas em

@;” (TV), lidaremos com o0 mesmo problema para a perturbacdo. Isto €, dados
ai(z,D),...,a(z, D) em D,/ (TV) e A= (ay(z,D),...,a,(z,D))

com perda de r derivadas, queremos encontrar condigdes suficientes para que A+ B permanega

globalmente . -hipoelitico, com
B = (bi(z,D),...,by(x, D)) ebi(z,D),...,by(x, D) € D (TV).

Para tal, precisaremos de uma versdo da desigualdade de Peter-Paul e de um resultado relacio-

nado a funcdes peso.

Lema 5.22. Dados A\ > 0, 6 < 0e p < 0 < T quaisquer, vale:

p—0
||“||{//z,(5,a)} <A ||U||{//,(5,T)} + A7 - ||U||{<///,(5,p)}-
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Demonstracdo. Por definicdo, temos

2 o] - "\ 2 - 2
6 5 = 32 [0 (PN fato)

o My, - n!
= (%) + (),

no qual

W= Y |ew (w)_%lﬂfl)%-lﬂ(&)l%

| n€Ng my - 7’L'

(+4) = sup (PO | g qa

| n€Np My - n'
Se (1+ |¢])77 < 1, segue que

(1+ €D

(1+ €D - [(1 + Je)2=) )

< (Ll 2
(1+ gy - ().

IA

Por conseguinte,

W= X |aw (M)] (14 IE) ()

my, - 1!

< r sup (M)} 1+ Jele () Jage P

.l
(rgrocy 0N T
(2 of - (1+ § " - 5
<) [S‘”’ (Mﬂ (L4 16D - ()
cezn LnENo My = T
(=2 2
<25 lells. s 6.0 -

Por outro lado, se (1 4 [£])7"7 > 1, verificamos que

(L+[EN*T =2 A2 = (14 [e)* < A% (1+ €)™

Consequentemente,

= 30 o (PRI g acer

| n€Np My - n'

< [ up (M) XL )T -l

L n€Ng my - n'
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8- (14+1eh™\1 7 .
<2 3 [swp (PEEEEE) L e atorp
cezN n€ENg My - N
2
<N ully g 503

Portanto, unindo as duas desigualdades provadas, temos

2 (L=< 2 2
1all? g 5oy = (6) + %) < N2CEE) il 5y + A2l g5y »
e por conseguinte,

ﬂ
lell sy < A+ Nl omny + A2 ull sy
encerrando a prova do resultado. [
Lema 5.23. (Proposicdo 3.4 de [40]) Para quaisquer k, p > 0, temos
kp)"* " 1 log k
oo (42 oo ()] -
neNg \ My - ! neNg \ My - ! log Ct1y

no qual Cy1y € a constante descrita em (1.15).

Enunciemos e demonstremos uma proposicao que serd fundamental na prova do prin-

cipal teorema da secao.

Proposiciio 5.24. Considere a(x, D) € D, (T"); entdo existem constantes C, h > 0 tais que,

dado € > 0, € possivel encontrar 0. < 0, de modo que, para quaisquer u em .@L/((TN )ek € N,

la(z, D)ullyzsmy < C- (’lul‘{///,(5,k+0'+5)} +0F -y - k- HUH{//Z,((S,UJrs)}) , Vo <0 <0.

Demonstragdo. Dadau € 2/,(TV), denotemos () = ||a(z, D)ull; y 5.5y Assim,

1/2
_ 577, 1 n\ 1—2 o
= | 2 oo (Mot )] s ket Diucorp
cezn LMEN0 not .
o\ 1/2
_ e N -2 - )
[ 3 oo (MBI kg | X e - v -t
¢ezN LMENO no . neZN
o\ 1/2
o™ (1 "\ R )
=1 2| {S“g? (| | m( .—;FD )} (1+IgD)" - a(€ —n,m) - a(n)
£ezN |nezN nelo n )
B 9- 1/2
o - OV
< |3 (50 s (BN s et ate - it ) |- sam

cezN \nezN
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Observe que

(!5I”-(1+!§I)"

My, - N!

h=3 s )} (1 -+ ED* e — n,m)an)

neNg

> sup (2202 '5‘)”)]_1<1+ € =l + Inl)* [a(€ — i)

neNy My, - N
-~ ( 5" (14 Je) ] o
= OZ [p( -l >] (141§ =nlY (1 + )" x
x [a(§ —n,n)an)|. (5.18)

Deduzimos de (5.17) e (5.18) que

k n., ny-1 .
e, Dl 5107 < [Z (Z@ 5 [sup BB ED 1 gy

&ezZN \ j=0 nezZN

2491/2
X (1+!nl)k_j~|5(§—77,77)ﬂ(n)|) ] :

Aplicamos a Desigualdade de Minkowski para integrais:

la(z, D)ullg. 509y < Xkl (j) [ > ( > {SUP (W;n(j _ug‘)nﬂl (141 = nl) x

j=0 gezN \ pegn Lnelo

1/2

X(1+WVj-W@—mnm@ﬂ>2
i( )[Z s (‘5’71;7512!‘5')71)]_2- ( > (el x
ez 0 n bt

271/2
x (14 |n))" - fa(¢ - mn)%ﬂn)!) ] (5.19)

Denotamos (A) = (Z (L+1E—nl) - L+ )"~ |a<f—n,n>||a<n>|) . Pela

Desigualdade de Holder,

A<D+ E=aDP @ —nml- Y @+ )2 @ — non)llam)*

nezN nezZN

5 [om (O]

&e

Decorre entdo de (5.19) que

la(e, DYl sy < z( ) [

J=0
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1/2
X Y (L lE=n)P (@ —nml > @+ )X @ —nn)llam)? (5.20)
neZN neZN
=(D) =(1T)

Considere agora ¢ € N, de maneira que ¢ > |o|. Associando o Lema 5.4 a Proposicao

5.5, temos
Oy RPN (25 + g+ 2N)!
2 119 (2j+g+2N)\4) T g o
(I) < Z;V(lﬂf—??l) g (1+ [€ — n|)@tat2N) (T+n))
nNEL
ORI (2j + ¢ + 2N)!
2; L1y (2j+q+2N)\4] T 4 o o
<Y (+IE—n)¥ (11 [€ — n|)Crrar2m) (14 (€))7 (1 + [ = )
nezZN

C'lh 2]+q+2N)m(2j+q+2N)(2j +q+ 2N)!

<(+1EN7 Y (€= n)? : (1+1&—nl)
— ) (2jta+2N) )
[T+ 1€ — )i
pela desigualdade de Peetre. Por conseguinte,
: ‘ . 1
(I) < Cl : h§2]+q+2N) " My(2j4¢+2N) - (2j +q+ QN)‘ : (1 + ’6‘) : Z (1 + |§ —_ 77’)2]\[

neZN
< Cy - by - mgjiqpany - (25 +q+2N)1 - (1+ €))7,

1
1+ 1€ —n|)?

com Cy = C - h7HN. Z ( - Através das Observacdes 1.28 e 1.29, concluimos

nezZN
que

(I) < Cy-h - M(2j4q42n) - (27 +q+2N)- (14 1€])°

< Cy - (h1 - Cgrany - Bigrany)™ - maj - (25)1 - (1 +€])°.

De (2.11) e (2.12), existe H > 1 de modo que

(I) < Cy - (h1 - Cgrany - Brgrany)® - (2H)? - (my - j1)* - (1 + [€])°
< (Cy) - (2hi HBgranyClasany)™ - (my - 1% - (1 + [€])°

< C5-hy - (my- g% (1+€)), (5.21)

com C§ = Cy e hy = 2h1 H Byy1onCiq+2n}- Desta forma, inferimos de (5.20) e (5.21) que

o D3l oy = 3 (5) | 32 [smm (DY o, s+ s

my, - n!
cczN "
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Consequentemente,

k

lae, DYullg g sy < Cs- 3 (

J=0

k .

o=

K n —2 '
[ 2 [Sé%? ("(Hf’)ﬂ (1+1€D7 (1 + ) P @ —nmllamP.| 6522
gnezN H1E0

My, - 1!
=(%)
O passo seguinte € estimar (¥ ):
™1+ 1€\ , ito
()< 3 [oup (PEUEEDENE 0 eyt 14 29
n€eNg mnn'
EnezN

x [a(€ —n,n)lla(n)?
<> (1 )PETE fagn) P

nezZN
S+ [¢])m\ ]2 A
2 [S N (%)} (L E =D fa(€ = m)l (5.23)
gezn LMEN0 n

N J/
-~

i=(<)

Note o seguinte: para s € N fixado, que serd escolhido posteriormente, obtemos

0= X |sw (w)}2-<1+|s—n|>”-|a<5—n,n>| ¥

.l
1< o fg) N0 N T T T
=) (5.24)
15" (1+ €)™\~ ol 1
+ > {S (W (14 [€ = D) @€ — n,m)l
o lnl<le] netl "
::erv)

Estimemos primeiramente (77); se [§| < -7 - |n], entdo [ —n[ > |n| — |¢] > S‘Jri‘l Isto

é, |n| < (s+1)-|€ —n|. Fixado n € Z", temos

aup (L1120 o Lt o] R ) 525

neNp my - n! My - 77/0! ’6‘2710 ’ (1 + ’77|)2n°7

para algum ny € Ny. Por conseguinte,

o (L+1ED™\] o 1m
@ = % s (PEEEEEY L e el fate - o
|€\§5i1\77| 0

< Z (L4 & =nl)?-[a(§ —n,n)|

€< <25 -Inl
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Clh§2n0+2N+q)m(2n +aN+q) (20 + 2N + q)!

< (14 |6 —n|)? S (L+ |nl)”

" Z " (1 + |§ — 77|)(2n0+2N+Q)

s+1
1 h3"om, (2n9 4+ 2N + q)!
N (2no+2N+q) 0 q -
S Clh% +q Z (1 + |£ _ |)2N - ° 1 ! |7]| 2n0 (1 + ‘77|)
1< = 1l K 1+ 350

< Clh2N+q Z 1 h%nom(2n0+2N+Q)<2n0 + 2N + Q)' (1 + |77D0
N S (L€ =) (1+ L2 y2n

<C ((841) - h1)*™ - Mang12n+q) - (200 + 2N +q)!
-

< SESri (1 Il

Por mais uma vez, nos utilizamos das Observacdes 1.28 e 1.29, além de (2.11) e (2.12):

(s +1) - h1)?™ - mang) - (2n0)! - CP% o1 - Bk

((s+1)-h1-Cranigy - Bpanig }) M 2ne) * (2n0)! o
<o, (D) - Clavigy - Bansq))™™ - (Mg - 1o!)* - (2H)™™ (14 [n))”
- (1 [l !
<0 ((s+1) - hi - Clanegy - Bansgy - 2H)™™ - (my, - nol)* 1 )
=¢ (L e
1
Escolhemos ¢ de forma que |0 < . Neste caso,

(8 + 1) -hy - C{2N+q} . B{2N+q} -2H
decorre de (5.25) que

(Mg * Mo!)?
V) < Cy- (1 4+ 7

cor- [ (HLEBMN T

My, - n!

Pelo fato de C5 ndo depender do 7 fixado, segue que

o™ - (1 n\17°
@< [sup (PBEIEN e, ez, 629
n€Np My - N
Seguimos para (37v/): por hipétese,
s - [n|
1 1 .
el <l = 1+ <1t

Logo, para qualquer ¢ < 0,

3 +1gh > ol (1+ 211

S s+1 S
-14] ) - > —— 6] ) (1 .
(2 100) - (5 ) > (5 191) -
Por conseguinte,

(V) < §lep<““ MD<L”M)>] (14 [¢ = ) a(s = n,m)
cezZN

neNp my - ’I’L'
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=I5\ n —2
s[sup<(8“ O1) (L P )] S0 g - e — )

n€Ng my - n' cezN

Utilizamos por mais uma vez o Lema 5.4 e a Proposicdo 5.5:

Cihi ™ myon - (g +2N)!

S (0l —yfat — )| < 3 ST EERR (g

cezN ¢ezN n

1
Ao denotarmos By := () - h({”N “Mgron - (¢ +2N)!- Z ————~, inferimos que
2 T
50N )"\ |
(V) < By | sup (( =Ll , (L In)”. (5.27)
n€Ng My - N

Aplicamos o Lema 5.23, para k = =5 ¢ p = [0 - (1 + |n]):

log lsup ((silfs)n(“m”)] g [Sup <Mﬂ _ Log (11 + fn) log (;1)7

neNyp My, - 1! neNy my, - n! log C{l}

o que implica que

tog {Sup ((si1|5)n<1+ |’?'>”)] < B P EIDNIs () gy (104100

n€Ny my, - n! - IOg C{l} n€Ny My, - n!

Multiplicando a desigualdade acima por 2 e exponenciando em ambos os lados, obtemos:

150" n —2 zlog(sgl) n N =2
lsup(<s+1lgn§2!+lnr> )] < 13]- (1 4 )] "5 _{sup(w (L+ 1)) )} |

n€eNg neNg My * n'

Como podemos supor || < 1,

n -2 s+1
o) (1)) sion(252) ST ]2
wp (GO DN R aup (L0410
n&€Np my - n! n&€Np My - n!
log (1 + l)
Dado ¢ > 0, tomamos s € N de modo que ————=+ < ¢. Desta forma,
logC{l}
) " 1+ " a st (1 n -2
[sup <(S+1| )" , 71 ) < [Sup (—’ " +’7'7D )} (14> (5.28)
neNp My - N neNp My - N
Associando (5.27) a (5.28), concluimos que
o|" - 1+ " o+2-€
(VVv) < By - {Sup o1 - lnl) 1 (14 |n])7tEe. (5.29)
neNy My - N

Seja K2 = 2max {Cy, By} ; decorre de (5.24), (5.26) € (5.29) que

n nl—2
6= (V) +(vV) <K’ {sup o - (1 + Il } AT (5.30)

n&€Np my - 7’L'
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1

ara |0] < . De (5.23) e (5.30), deduzimos que
P ‘ | (S + 1) . hl . C{2N+q} . B{2N+q} -2H 1
o™ - (1 + n]—? (k—j+o+e ~
(k) <K ) [sup o !”D ] (L )T ()P (5.31)
- n€ENg My - N

Por (5.22) e (5.31), temos

k
k ; .
la(z, D)u”{//l,(&,k)} S K-Cy- Z (]) chymy - gt ||u||{,///,(5,k—j+a+s)} : (5.32)

5=0
Fixemos1 < j<k—1;comoo+ec<k—j+o0+¢c < k+ o+ ¢, podemos usar o
1

Lema 5.22. Tomando A\; = — : o
(j) - (2h3)7 - m; - 4!

segue que

(o+e)—(k—j+o+e)
(k+o+e)—(k—j+o+e)
DY y

Hu”{//l,(é,k—j-i-a—i-a)} <A ||u”{.///,(6,k+a+a) |u||{//l,6,a+a)}

i=k
<A HUH{//,((S,Hﬁs)} + A7 HUH{L//,(@O—M}

_7']@
<) (rru|\w,@k+m)} o Huuw,w,ﬁg)})

Consequentemente,

k

k 4 ) 1 =k
(j) 'hg%'mj'J!'HUH{///,&kfjJraJrs)} < % (‘|u|’{%,(5,k+0+6)} A7 HUH{///,(a,ws)}) - (5:33)

Por outro lado,

< K* - (2h3)F - my
<efkl- (2h3)k “my

< (2 hg ) my - kY,

jdquek > je (mn)% ¢ crescente, pela Proposi¢@o 1.5. Assim, se definimos hy = 2 - hg3 - e,

—k
J

A< hEem -k 1<j<k—1 (5.34)

J
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Associamos agora (5.32), (5.33) e (5.34):

k—1
1 k
a(z, D)“H{//{,(&k)} <K-Cs- Z % <||u||{//l,(§,k+a+a)} + hy - my - kL ||u||{//l,(5,a+a)}> +

Jj=1

+ K- Co- lull i sasorery + K - Co g -m- k- Hlull g 5040y

< (2KCs) - <||uH (- hsorery TG - K- ||u||{,//f,<5,g+5>})

Finalmente, se denotamos C' := (2K C5) e hy := h, demonstramos que

la(z, D)“H{//{,(é,k}} <C- (HUH{jz,(a,kJraJrs)} +R° -y - k- ||UH{//,(5,U+5)}> , Vk € N,

1
dado que 6 € [4.,0), com o, = e s € N seja escolhido
1 2. 0) (s+1) -l Coongy - Bt - 2H :
. log (1 + < )
de maneira que ————=~ < ¢. Estd provada a afirmac3o. l
log 0{1}

Teorema 5.25. Sejam
ai(z, D), as(x, D), ... a,(z,D) € @'p{/(TN) e A= (ai(z,D),...,a4(x,D))
um sistema globalmente . -hipoelitico com perda de r derivadas. Considere
bi(z,D),...,by(x, D) € D (TY) e B = (by(x,D),...,b.(x, D)),
com T < o — r. Entdo o sistema dado por P := A + B é globalmente ./ -hipoelitico.

Demonstragdo. Suponha u € 2',(T"), de modo que p;(z, D)u = a;(z, D)u + bj(z, D)u
pertence a & ,(TV), para 1 < j < ¢; provaremos que u € & ,(TV). Comegamos utili-
zando o fato de A ser globalmente . -hipoelitico com perda de r derivadas: existem constantes

C1, hi >0, 99 < 0e kg € R, tais que

k
||U||{///,(5,g+k_r)} <G Lfgjafq la;(z, D)U”{j/,((s,k)} + hi - my, - kL ||U||{///7(5,k0)}} ,

para quaisquer k € Ny e 6y < § < 0. Consequentemente,

ol sy < C |1 10, D) = by o D)l g g+ 80 Bl a0

<G {&1]‘?2((]”?]“”{// sk T jnax Hb ulle g T hymyk! HU”{J//,(MO)}} :

Pelo Lema 5.19, podemos encontrar By, hy > 1, tais que

max ||p;(z, D)U”{// Gk} = < By-hE-my - k!, Vk € Ng.

1<5<q
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Logo, para Cy = C - By,

k k
HUH{///,(&UM_T)} <Cs- [hzmkk! + lfgjagq 1b;(z, D)u“{///,(é,k)} + hymyk! ||U‘|{.///,(5,k0)}] :

Tomemos £ > 0 de modo que 7+¢ < o —r. Pela Proposi¢do 5.24, € possivel encontrar

By, hy > 1e 6. < 0de forma que

max [|b;(z, D)UH{,//z,(a,k)} < By <||u||{<//,(5,k+‘r+€)} + hgmyk! ”UH{//,(&TJrE)}) ; 0: <0 <0.

1<5<q

Por conseguinte, para C3 = ByCy e 67 = max {0, do },
k k
lull s 5.0tk < Cs (hz e KU ull g spirrey T e KU lull g ey

+ Y g - kL el f. (6001 )7 01 <0 <0.

Sem perda de generalidade, podemos supor kg > 7+ €. Se hy = max {hy, he, h3} e Cy = 3Cs,
segue que

“U”{”g(&a+k_rn f;(li-hj -my, - k! - (1_+||UH{J1(&k@}> +_C&:'”un{ﬂ1(dk+r+sﬂ-' (5.35)

Para estimar [|ul; ; (5 44++e))> TéMetemos mais uma vez ao Lema 5.22. Pela escolha

de ¢,

TH+e—1<k+7174+e<k+o-—r.

1
Tomando A = ——, temos
2C

4
—1-k
1 1 —r=(r+e)
lullf g 6 ptrrey < 20, [ P AT (2_04> Nullg g ety
1 k4l
< 20, el s 60—y T RCHTT=CF lull 5 4em1yy
1 T,
S oA ||uH{//[,(6,k+cr—r)} +[(2Cy) O]kﬂ : HUH{///,(a,TJre—l)}v
2C,
1
no qual ng € Neny > . Consequentemente, se By = (2C4)"°, obtemos
o—r—(T+¢)

k
el (s hrreyy < 20, lullf spro—rmy + B3 1l sre)y - (5.36)

Através de (5.35) e (5.36), concluimos que

||u||{,///,(§,a+k—r)} < 204'hi‘mk‘k!' <1 + ||UH{///,(5,1<O)}> +(2C4Bs) 'Béc' ||U||{.//,(5,ko)} - (5.37)
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Tomando Cs = 4C, B3 e hs = max {hy, B3}, inferimos de (5.37) que
lull g (srskryy < C - hE -y - K1 (1 + ||u]|{//[7(5’k0)}> L VEENy, 6 <5 <0, (538)

Observe, por fim, que as desigualdades (5.15) e (5.38) sdo, a menos de uma troca das constantes,
as mesmas. L.ogo, basta repetir o raciocinio empregado no Teorema 5.21 que o resultado estara

provado. [

5.4 Aplicacao

Trabalharemos nesta se¢do com operadores diferenciais parciais lineares da seguinte

forma:

a(z,D) = Py(D) + Y _ a;(x)P;(D), (5.39)

com a;(x) € € 4(TN) e Py(D), Pi(D)...P,(D) operadores com coeficientes constantes, de

modo que

1. E possivel encontrar C, R > 0 e m € R tais que

[Po(&)l = C- (1+[g])™, V&€ ZV;I¢l = R. (5.40)
2. Paracadaj € {1,2,..., ¢}, existem f3;,¢; > 0 de maneira que
[ Po(8)] N
P& < ¢ O ve e N el > R 5.41

Observacio 5.26. Decorre imediatamente da definigdao que Py(D), Pi(D), ..., P,(D) sdo ele-
mentos de 33;// (TN ). Em particular, por (5.40),

Py(D) € @ﬁo (TY), com By > m.

Observacao 5.27. Py(D) é um operador globalmente C'*-hipoelitico e portanto globalmente

M -hipoelitico, para qualquer sequéncia peso M .

Observacio 5.28. Sob as condigcdes definidas em (5.39), a(x, D) é um operador de for¢a cons-

tante (para mais detalhes, indicamos [35]).

Teorema 5.29. Seja a(x, D) um operador como em (5.39), Py(D) pertencendo a @ﬁo (TV),
para o > m. Sob tais hipdteses, temos a(x, D) globalmente ./ -hipoelitico com perda de

Bo — m derivadas. Em particular, a(x, D) é globalmente .# -hipoelitico.
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Demonstragdo. Fixamos u € 92',(TV) e k € Ny arbitrdrios; para 6 < 0 que escolheremos

mais adiante, obtemos

2 0" - (1 + |€]) )] e g o)
= 1+
el siem = 2 sup (P €™+ fa(e)|
o™ (1 + mis
¢l<R n&eNp My - N:
o - (1 Po(D)u(e)?
L [Sup (I | +'|£| )] 1+ €)) 2k+2m| O<P )U(g)\
g[>R LneNo My« 102 [ Po(§)]
(1

IED )] (1 ™™ [a(e)? +

My, - 1

<O+R*-Y { (W
le|<R TLGNO

et up (2202 '5'”)]_2 (1 -+ €)% | B DYule),

n€Np My - n'
aplicando (5.40). Se B; = max {(1 + R), C~'}, concluimos que

||u|‘{,//[,(6,k+m)} < Bf : ||U’H{,//,(6,m)} + By - HPO(D)UH{,///,((S,k)} : (5.42)

O proximo passo € comparar || Fo(D)ull; 4 54 € lla(z, D)ull; 4 54),- Dado £ >0,

temos
5™ (1 n\172
1P 5y = 32 [sup (PN | p o Plao P +
\§|<R neNg n .
8171+ le)” E 04
n + .
¥ [sw (PEEEE g m@Paer
gl>r HE "

J/

-

(%)

Consideremos 7, C’ > 0 de maneira que
PO <C- 1+ e, Vie{l2,....q}, VEeZN.

Logo,

OEDY [Sup (W o W)] I 0% (1 el () P
I§l<R

nENp mnn'
Sl n -2 om 1 )
sup(" (+ 1<) )} (L D )]

n€eNy my - n'

< C/2 . (1 + R)2(7+€+\m\) |:
€<

T m 2
<[+ R BY HU”?J//,(@m)}- (5.44)
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Por outro lado, por (5.41),

oy < 3 [oup (T HY gy ageye U6

2 (EaR)ED
n, n -2 -
<& > [sup (BN s g BDOR. 69
gezN LMERO non

Escolhendo By = max {c1,¢a,...¢., C" - (1 4+ R)™ M} e v = min {B, Bo, . ... By}
decorre de (5.43), (5.44) e (5.45) que

1P(DYully g gs.r < Ba I Po(DYully g 5.0y + Ba BE 1l sy - 5= 1.2, (5.46)

Observe agora o seguinte:

[ Po(D )u”{/// sk} = la(z, D)UH{/// (5k}+Z||a’] P;(D )u“{/// (6.k)} * (5.47)
7=1

Como cada a; pertence a € 4 (T") e consequentemente a D7 (T"), decorre da Proposi¢io 5.24

a existéncia de 9; < 0, B3, h > 0 tais que, para §; < § < 0,

la;(z)P;(D )UH{/// Gy = By ||P;(D )uH{/fa((s,mg)} + By hF -y - K HPJ(D)UH{//(dg)} :

(5.48)
Assim, de (5.46), (5.47) e (5.48), temos
q
1Bo(D)ullg.z spyy < Nlal@, D)ully g 50 + Z Bs <HPJ(D)UH{/”(5"“+%)}> +
+ Bs - h*-my, - k! - ZHP “”{//1(5 )
< |la(z, D)ull_y 51 +
q
k+3
+Y  BsB, <||P0(D)u||{j/’(57k_%)} +B; 7 IIUII{E%,@,m)}) +
j=1
+ B3B, - hk ~my, - k! <Z ||P0 u”{/// 6-2) } + 37 ”uH{//l,(é,m)}) )
7=1
Por conseguinte, se By = 2qB§ ByBs3 e hy = max {h, B},
1Po(DYull sy < Nl DYl g o9y + Ba - 1Po(D)ull g 5- 30y + (5.49)

+ By b my - k! (HPO(D)UH{//,(&—%)} + HUH{J//:(‘W)}> '
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Tomemos w € R de maneira que w < —%. Comow < k — % < k para cada k em Ny,

¢ possivel empregar o Lema 5.22, para A = ﬁz
4

N2

| Po(D)u| M (8,) 2(k—w—3)
HPO(D)UH{.///,(E,k—%)} S 23; £ +(2By) : HPO(D)UH{///,((S,UJ)} (5.50)

Aliando (5.49) a (5.50), mostramos que

”PD(D)UH{///,((S,k
2

2(k—w)

)}
< la(z, D)ully ysmy + (2B1) 7 [[Bo(D)ully g 50yy +

4 By hE oy k- <\|P0(D)u]|{//[7(57_%)} + IIUH{//,@,m)})

Se B; = 4max {(2B4) /7, B4}, hs = max {hs, (2B4)*7} e nos utilizando o fato de que

Y .
w < 5 concluimos que

1P (D)ully g 50y < 2llale, D)ully g omyy + (5.51)
+ Bs - hy - my - k! <||Po(D)“”{//,<a,—%>} * H“”Wv(&m)}> ‘

Associando (5.42) a (5.51), segue que

HUH{///,(J,ker)} < (Bf + By - Bs - hl?f Ty k!) : ||U||{///,(5,m)} + 2B, [|a(z, D)U”{//,(&,k)} +

By B B K [Py (D)ullg 5oy
(5.52)

Como Fy(D) € D (TV),

IBsD)ul} s gy = (sup o 1 *;f')")_ (116D |Bo(©)Pla(e)

€N n€eNyp mpy -

<2y (sup ol (1 + 'g"”)_ (4 1) (1 + e la(e) P

(7% \nelo My, - 1!
< Cullf 530y
o que implica que
HPO(D)U”{//,(&—%)} <Gy ||u||{.//[,(6,,30—%)} : (5.53)

Aplicando (5.53) e tomando hy = max {By, h3}, Bs = 3B1B5C5 e kg = max {50 — %, m},

reescrevemos 5.52 da seguinte maneira:

||u||{///,(6,k+m)} < Bg - <||a($7D)U||{///,(5,k)} + Ry -y - k- ||u||{///,(6,k0)}> , V6 € [61,0).

Estd demonstrada a afirmacao. [
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Corolario 5.30. Seja a(x, D) o operador descrito em (5.39); se b(x,D) € D;/(T"), para
T < m, entdo P(z, D) = a(x, D) + b(x, D) é globalmente .# -hipoelitico.

Demonstragdo. Segue imediatamente do Teorema 5.25. [

Observacao 5.31. O Teorema 5.29 ndo so generaliza o Teorema 2.2 de [22] com relagcdo as
classes de fungoes para qual o mesmo é vdlido, como também permite que o valor m em (5.40)

possa ser negativo.

5.5 A Resolubilidade do Sistema Transposto

Inspirados em resultados provados em [4], exploraremos nesta se¢io a conexao entre
A -hipoeliticidade e resolubilidade global, com relagdo aos espagos 7, (TV) e £ ,(TY), para
sistemas de operadores em @{f (T™) e seus respectivos transpostos, estendendo assim fatos
demonstrados em [3].

Sejam a,(z, D), ..., ag(x, D) elementos de D (TY) e A = (ay(z, D), ..., aq(x, D))
o sistema dado pelos operadores mencionados. Entdo .A age continuamente em & ,(TY), atra-

vés da seguinte aplicacdo:
A:E4(TN) = (E4(TV))!
Y = (al(xv D)@? s ,CLq(ZL’, D)SD) :

Estudemos a agdo de A% dada u = (u1,us, ..., uq) € (2,(TV))", teremos

q

(u, Ap) = Z<Uj7 aj(‘r’ D))

(a;(z, D) (uz), )

I
. .
I M 2l
= —

= (A, ).
Por conseguinte,

A (2(TN)" = 2,(T7)

(i, ug) = Y aj(x, D) (uy).

j=1
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Suponha agora v € Z',(T) e u = (u1,...,uy) € (2,(TV))" tal que Au = v.
Quando f € £ 4(T") pertence ao kernel de A, segue que

q q

(v, f) = (Au, f) = Y (a;(2, D) (uy), f) = Y (uj,a;(x, D) f) = 0.

J=1 J=1

Analogamente, quando ¢ = (¢, ...,v,) € (5//;(TN))‘] e o € E4(TN) sdo tais que Ap = 1),

ew = (wy,...,w,) € (2',(TV))? é elemento de ker A, temos
q q
(w,)) = _(wj,5) = Y _{wj,a5(x, D) Zag 7, D)'wj, ) = (A'w, p) = 0.
P j=1

Por conseguinte, concluimos que
L
ran A C (ker A")" eran A’ C (ker A)*

0 que nos leva a seguinte

Definicdo 5.32. Seja A = (ai(z,D),...a.(x,D)) um sistema formado por elementos de
9,7 (TV). Diremos que

1. A" é globalmente resoliivel em 2',(T") se para todau € 9',(T") tal que
(u, f) =0, paratoda f € € 4(TV); Af =0, (5.54)

existir v = (vi,...,v,) € (2',(TY))? de modo que A'v = u. Isto é se ran A' =

(ker A)".
2. A é globalmente resoliivel em (€ 4(TV))? se, para toda ¢ € (€ 4(TN)) tal que
(w, ) =0, paratodaw € (7' ,(TV))"; A'w =0, (5.55)
existir 1 € £ 4(T) de modo que A = . Isto é, se ran A = (ker A')™.

Nosso objetivo é provar que a . -hipoeliticidade global de .4 tem implica¢des diretas
na resolubilidade global de A em (& ,(T" ))q ede A em 2',(TY). Para tal, adaptaremos o

conceito de operador (o, o)-hipoelitico, definido em [4], para o nosso contexto.

Definicao 5.33. Dada .# uma sequéncia peso, denotaremos por £, = {én}neNo a sequéncia
peso dada por

l, =my,-n!, Yn € Nj.



Uma Classe de Sistemas de Operadores Pseudodiferenciais 139

Nao é dificil verificar que .Z , satisfaz (1.1), (1.2) e (2.11). Além disso, pelo Teorema
1.22, € 4(TV) C Eg ,(TV).

Lema 5.34. £ ,(TY) C ¢ ,1(TY) e ainclusdo i : € 4(TV) < E4 ,,1(TY) é continua.

Demonstragdo. Pelo Teorema 1.34, queremos mostrar que & 45, (TV) C E¢ ,1(TY), para todo

h > 0 e ainclusio

i - 5{//,h(TN) — gg/ﬂ’l(TN)
é continua. Seja f € € 4 ,(TV), tal que || f|| ,, = 1. Neste caso,
D f(x)| < bl myy - !, Vo e TV, Va € NY.

k
Como lim — = 0, existe ng € Ny de modo que k! > h*, para cada k > ng. Assim,

k—+oo k!

1D f(2)] < (]! - myy)) - ]! = b - |a]!, Yz € TV, |a] > no. (5.56)

Se h < 1, podemos tomar ng = 0. Caso contrdrio, para os casos em que || < ng,

considere Cjy = h™. Por conseguinte,
|Daf(l‘)| < h‘a| “MYq| - |Oé|‘ < p*o “MYq| * ’Oé|' < p*o -€|a| . |a|!, Vx € T, (5.57)
Portanto, decorre de (5.56) e (5.57) que £ 4(TY) C €5, (TV)e

1
£, < 2" A f Lo

comprovando a continuidade de iy,. ]

Definicdo 5.35. Seja A = (ay(z,D), ..., aq(x, D)) um sistema de elementos de D/ (T™).

Diremos que A é globalmente (£ , — ./ )-hipoelitico se satisfizer a seguinte condi¢do:
Vu € Ey,,(TN), aj(z,D)u€ E4(TV)Vj € {1,2,...,q¢}, = u € EH(TY).

Observacio 5.36. E imediato que qualquer sistema globalmente . -hipoelitico também é glo-

balmente (£ 4 — M )-hipoelitico.

Lema 5.37. Seja A um sistema globalmente (£ , — M )-hipoelitico e T o grdfico de
A Ef(TV) = (E4(TV))Y.

Entdo I é um subespago fechado de £ ,(TN) x (€ 4(TN))".
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Demonstracdo. Para provar que I' é fechado, basta demonstrar que o conjunto € sequencial-
mente fechado (Lema 2.2 de [4]). Considere entdo {gpn}neN uma sequéncia em & //[(’]I‘N ) e um

par (p,9) € E2 ,(TV) x (£.4(TV))?, de modo que

(en Alpn)) = (9, 0) em £, (TV) x (£.4(T))".
Logo,
on = pem Z,(T) = A(pn) = Alp) em (Z/,(TV))".
Por outro lado,
Alpn) = ¢ em (2,(TV))".

Pelo fato de (9%(']1‘]\7 ))q ser um espaco de Fréchet-Schwartz (ver [39]), 0 mesmo €
Hausdorff. Por conseguinte, A(p) = 1, o que nos permite concluir que ¢ € & ,(TV), pela

(&L 4 — A ) hipoeliticidade global. Estd provada a afirmagio. [

Teorema 5.38. Suponha A = (a1(z, D), ..., a,(x, D)) um sistema formado por elementos de

@Z’ (TN), que seja globalmente (£, — .# )-hipoelitico. Entdo valem as seguintes afirmagées:
* A é globalmente resolivel em (€ ,(T™))".
o At é globalmente resoliivel em 9’ ,,(T™).
» Okernelde A: & 4(TN) — (€.4(TN))? é finitamente gerado.

Demonstragdo. De acordo com o que fizemos na Se¢do 1.4, podemos escrever

€24 (TN> - liiﬂ €Ly hn (TN>7

n

com {h,} sendo uma sequéncia crescente, tal que h; = 1e lim h, = +oo. Deste modo,

n€No n—-+o0o

se A é globalmente (£, — .#) hipoelitico, temos as seguintes propriedades:
e A:E4(TV) = (£,4(TV))? é continua.
¢« E4(TN)C &y, 1(TV) eainclusdoi: € 4(TY) — Ex ,1(TY) € continua (Lema 5.34).
« O grifico de A é fechado como subespago de g, (TV) x (€.4(TV))? (Lema 5.37).

Pelo Teorema 2.5 de [4], ker(.A) é finitamente gerado, provando a tltima propriedade
enunciada. Decorre também do mesmo resultado que ran(.A) é fechada em (£, (TV))". Isto
nos permite concluir as duas afirmacOes através do Lema 2.2 de [4], finalizando a prova da

proposicao. [
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Corolario 5.39. Seja A = (ai(z,D),...,a.(x, D)) um sistema formado por elementos de

@{/ (TN). Se A é globalmente .# -hipoelitico, satisfaz as seguintes propriedades:
* A é globalmente resolivel em (€ ,(T))".
o A ¢ globalmente resoliivel em 9',,(T").
« Okernelde A: &4(TN) — (£4(TN))" é finitamente gerado.

Em particular, isto vale para os sistemas trabalhados nos Teoremas 3.4, 4.2, 4.21, 5.21, 5.25 e

5.29, bem como para os Coroldrios 4.16, 4.17, 4.22 e 5.30.
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